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初等 数论 是 主要 奈 算 术 方 法 研究 整数 性 质 的 一 个 数论 分 支 。 
它 是 数学 中 最 古 潮 的 分 支 之 一 ， 我 们 知道 ， 公 元 前 4 世纪， 古 希 
腊 数 学 家 欧 几 里 德 (Euclid》 证 明了 素数 的 个 数 是 无 穿 的 , 并 给 出 
了 求 两 个 正 整 数 的 最 大 公 因 数 的 算法 . 我 国 古 代 的 & 和 孙子 算 经 》 中 
给 出 了 解 一 次 同 余 式 组 的 算法 ， 即 著名 的 和 孙子 剩余 定理 ， 国 外 把 
它 叫 做 中 国 剩余 定理 ,这 是 初等 数论 中 一 个 重要 的 定理 ,从 17 世 
纪 到 19 世纪 ， 典 马 【Fermaty、 欧 拉 【Eulery、 革 让 德 
(Legendre)、 高 斯 (Gauss) 等 人 的 工作 太 大 发 展 和 丰富 了 初等 数 
论 的 内 容 . 特别 是 1801 年 ， 高 斯 出 版 了 著名 的 《算术 研究 
‘Disquisitiones 访 rithmeticae ). 在 这 本 书 中 ,高 斯 证 明了 二 次 下 上 展 
律 、 原 根 存 在 的 充分 必要 条 件 等 重要 结果 . 以 上 这 些 工作 大体 上 
构成 了 通常 初等 数论 载 科 世 的 基本 内 容 、 当 然 ， 初 等 数论 所 包 会 
的 内 容 远 不 止 这 些 ， 欧 着 初等 数论 的 不 断 发 展 ， 它 的 内 容 也 越 来 
越 丰 富 ， 在 本 书 中 ， 我 们 只 是 选取 一 些 较 重要 的 课题 ， 

在 数学 发 展 史 上 上， 常常 可 以 发 现 ， 对 初 每 数论 中 茶 些 问题 的 
研究 ， 曾 促使 数 学 中 新 分 支 的 发 展 . 例 却 对 不 定 方程 和 高 次 百 反 
律 的 研究 ， 促 进 了 代数 数论 和 类 束 论 的 和 虚 展 ， 次 几 二 年来， 初等 
数论 在 计算 机 科学 、 组 合 数学 、 代 数 编 码 ， 信 号 的 数字 处 理 等 领 
域内 得 到 广泛 的 应 用 ， 而 且 许 多 较 深刻 的 结果 (包括 一 些 近 江 的 
结果 ) 都 得 到 了 上 应用. 二 书 注意 到 这 些 情 形 ， 除 了 世 含 通常 初等 
数论 教科 书 所 共同 具有 的 最 基本 的 内 容 外 ,增加 了 许多 新 的 内 容 ， 
以 熏 点 不 断 发 展 的 理论 和 应 用 方面 的 罗 要 。 特 别 是 增加 了 高 次 剩 
余 、 三 次 和 四 次 互 反 律 、 有 限 瑟 上 的 某 些 和 不定 方程 的 基础 知识 等 
重要 内 容 ， 在 介绍 那些 熟知 的 经 监 千 果 时 ,我 们 也 注意 介绍 新 的 
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证 明太 法 和 这 代 的 进展 ， 并 尽 可 能 提 到 它们 的 上 应用， 这 就 是 我 们 
编写 这 本 书 和 的 主要 意图 下 面 扼 要 介绍 一 下 各 章 的 内 容 ， 从 中 大 
体 可 以 反映 出 本 书 的 特点 . 

在 第 一 章 和 第 二 章 中 ,除了 介绍 整除 和 同 八 的 基本 内 容 外 ,还 
分 组 了 惟一 分 解 定理 的 另 一 个 证 明 ， 取 绝对 最 小 剩余 的 辑 转 相 除 
法 .并 拉 (Chowla》 等 基于 完全 剩余 系 的 定理 ， 和 孙子 镜 余 定理 的 
重要 应 用 ， 以 及 槛 盖 同 余 式 组 等 

在 第 三 章 中 ,我 们 介绍 了 阁 种 基本 的 数论 函数 的 初等 性 原 , 并 
从 狱 利 克 震 【Diriechlet) 乘积 引出 事 比 乌 斯 【Mobius) 反 注 公式 、 
还 给 出 了 著名 的 公开 密 铀 码 RSA 体制 的 一 个 严格 证 明 . 

在 第 四 章 和 第 五 章 中 除了 介绍 二 次 剩余 和 原 根 的 基本 内 容 
外 ， 给 出 了 高 斯 引 理 一 个 推广 形式 ， 以 便 把 高 斯 引 理 推广 到 某 茎 
高 次 剩余 的 情形 .本 章 还 介绍 了 二 次 莘 余 理论 的 菜 些 应 用 ， 计算 
次 数 和 上 原 根 的 菜 些 方法 ， 以 及 原 根 在 数字 信号 处 理 中 的 一 个 应 用 
符 . 

站 第 六 章 中 我 们 研究 了 模 痛 素数 户 的 编 系 上 gg ，*…，g* 的 
等 价 类 蕊 ,二 {gi gr 其 中 访 一 1 一 上 ;是 户 的 
一 个 原 根 ，7 二 0，1，*…*， 上 一 1) 的 有 关 理 论 ， 这 实际 上 就 基 分 图 
数 的 理论 ， 并 以 此 为 工具 ， 给 出 高 次 剩余 的 一 些 重 要 结 间 。， 如 


(过 上 一 1 的 充分 愉 要 条 件 是 户 一 中 十 27a 等 。 此外， 还 介绍 了 高 


斯 引 理 在 某 些 高 次 剩余 上 的 推广 和 应 用 ,这 也 是 近代 数论 中 的 一 
个 重要 的 研究 课题 ， 本 章 的 内 容 对 组 合 数 学 也 很 重要 . 

第 七 章 主 要 介绍 三 类 间 题 ; 一 类 是 有 理 数 域 上 多 项 式 不 可 约 
的 判别 问题 ;一 类 是 把 通常 的 分 回 多 项 式 推 广 到 两 个 变 元 的 情形 ， 
即 一 如 的 本 厚 因 子 的 理论 ， 这 是 本 世纪 初 伯 克 埠 去 (Birkhoff) 
和 和 范 浊 费 (Vandiver) 的 重要 工作 ; 为 一 类 是 有 限 域 上 ,上 和 多项式 
的 基本 理论 ， 这 在 代数 编码 中 很 重要 . 

第 八 章 介绍 下, 上 的 特征 和 及 其 在 六 上 不 定 方程 x" 十 二 1 
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解 的 个 数 研 究 中 的 重要 应 用 ,这 是 有 关 韦 伊 (Weil) 猜想 的 初步 工 
作 . 

第 九 章 介绍 环 Z [w] 和 2 [i] 上 的 三 次 和 四 次 剩余 将 征 ， 并 
给 出 三 次 和 四 次 互 反 律 ， 又 一 次 给 出 [之 ) 一 1 的 充分 必要 条 件 的 
征明- 

第 十 章 将 简要 介绍 不 定 遇 近 方 面 的 基本 结果 和 进展 ， 以 及 揽 
数 的 有 理 明 近 问题 . 

第 十 一 音 介 绍 代数 效 域 的 基本 算术 理论 ， 从 理想 数 的 惟一 分 
解 定理 直到 给 出 一 般 分 国 域 的 基本 性 质 . 

第 十 二 章 介 绍 解 不 定 方程 的 基本 方法 和 技巧 ， 我 们 将 看 到 本 
书 前 面 诸 章 的 许多 结果 在 此 得 到 了 应 用 . 

本 书 是 我 们 通过 多 年 教学 和 科研 工作 的 积累 写成 的 ， 其 中 许 
多 章节 曾 先后 给 大 学 生 、 研 究 生 以 及 在 实际 部 门 工 作 的 同志 讲 提 
过 ， 并 在 讲授 的 过 程 中 不 断 补充 新 的 内 容 . 

鉴于 编写 本 书 的 意图 ， 我 们 认为 本 书 的 适应 面 是 较 广 的 。 除 
了 数学 系 的 大 学 生 和 研究 生 外 ,对 于 计算 机 科学 、 数字 信和 号 处 理 、 
组 合 数学 等 方面 的 大 学 生 、 研究 生 , 本 书 均 可 作为 教 本 和 和 参考 节 ， 
本 书 还 可 供 从 事 上 述 谱 方 面 教 学 和 科研 的 同志 参考 . 

前 五 章 的 内 容 作为 大 学 数学 系 一 个 学 期 的 初等 数论 课 ， 已 经 
足够 了 ， 如 果 再 加 一 学 期 ， 那 么 八 、 九 、 十 、 十 一 、 十 二 诸 章 或 
六 、 七 、 十 一 诸 章 都 可 分 别 作为 一 个 选修 课 的 内 容 ， 自 然 ， 本 书 
电 可 作为 研究 生 两 个 学 期 数论 课 的 教材 . 以 上 这 些 意见 仅 供 参考 ， 
如 何 更 好 地 组 织 教 材 ， 还 需 教 师 根据 实际 情况 来 决定 ， 本 书 每 章 
附 有 一 定 的 习题 供 选用 ,本 书 假 定 读者 具备 高 等 代数 以 及 群 、 环 、 
域 的 基本 知识 , 只 在 个 别 地 方 《 第 二 章 810 和 第 七 章 人 2) 用 到 一 
点 复 变 函数 的 知识 ， 如 讲授 时 学 生 未 学 ， 可 以 删 去 ， 某 些小 节 和 
较 难 的 习题 ， 用 星 号 “*” 标 志 、 以 便 读者 选择 ， 

书 末 所 列 书目 ， 可 供 读者 使 用 本 书 时 参考 ， 我 们 在 编写 本 书 
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的 过 程 中 ,也 曾 参 考 讨 这些 书 特别 是 ， 本 书 的 第 六 章 ， 第 七 这 
的 写生、$5 和 第 八 、 九 、 十 一 章 的 车 干 节 ， 分 别 比 较 多 地 参考 了 
[8] 和 [6]、[1] 的 有 闫 章节 ， 

陈 重 物 教 授 和 潘 承 肢 副教授 对 本 书 原 稿 提 出 过 许多 宝贵 意 
见 ， 和 作者 特 致 深切 的 谢意 . 
限于 本 平 ， 本 书 难 免 有 饼 点 和 和 错误， 请 读者 批评 指正 . 


作者 
1984 年 8 月 于 成 部 
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整数 的 惟一 分 解 定 理 ， 又 叫 算术 基本 定理 ， 它 是 初等 数论 中 
最 基本 的 定理 之 一 . 本章 将 给 出 这 个 定理 两 种 不 同 的 证 明 ， 以 上 
介绍 与 此 有 关 的 初等 数论 中 最 基本 的 概念 和 性 质 . 
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两 个 整数 的 和 、 差 、 积 仍然 是 整数 ， 但 是 用 一 个 不 等 于 零 的 
整数 去 除 另 一 个 整数 所 得 的 商 却 不 - - 定 是 整数 ， 固 此， 我 们 引进 
整除 的 概念 . 

定义 ” 任 给 两 个 整数 ss.2, 其 中 心 关 0, 如 果 存 芷 一 个 整数 了 使 
得 等 式 

a 一 be Cl) 
成 立 , 我 们 就 说 8 整除 e, 记 作品 le 此 时 我 们 把 二 叫做 < 的 因数 ,把 
4 叫做 总 的 倍数 . 如 果 (1) 里 的 整数 ?不 存在 ,我 们 就 说 娟 不 整除 4， 
记 作 sta. 

由 整除 的 定 儿 出 发 ,下 面 一 些 性 质 是 明显 的 . 

设 sc 是 整数 ， 

1. 如 果品 |asec |, 刚 ea， 

2。 如果 5 1a; 则 cb |ea. 

3. 如 果 ca,c18, 则 对 任意 的 整数 m,nx, 有 

Cima 十 np. 

4. 如 果 5 a 有 昌 #a 隆 0, 则 Ibi 守 |al. 

5。 如 上 举 cea , 刚 五 |e 
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6. 如 果 8|a,2a 天 0, 则 六 |e. 
一 般 地 ,有 下 面 的 定理 . 
定理 1 设 a4 收 是 两 个 整数 ,其 中 5 守 > 0; 则 存在 两 个 惟一 的 整 
数 g 及 7, 使 得 
d= 二 ro 人 cr 人 < (2) 
成 立 . 
证 ” 作 整 数 序列 
"CO Bb CO— 2h, — bDOb,2b,30., 
则 a 忆 在 上 述 序 列 的 某 两 项 之 间 , 即 存在 一 个 整数 &g 使 得 
qbar+ i 
成 立 . 令 & 一 2 二 +; 则 42) 成立. 
设 gi, 是 满足 (2) 的 男 一 对 整数 ,因为 
bq +rni=Bg 二 +r, 
于 是 
blqg— i= 二 rr, 
故 
六 9 一 的 | 二 和 一 
由 于 7 及 都 是 小 于 6 的 非 负 整数 ,所 以 上 式 右 边 是 小 于 的. 如 
果 # 关 出; 则 上 式 左 边 六 如, 这 是 不 可 能 的 .因此 ,a 二 gr 二 
定 尽 ”我 们 把 427 中 的 g 叫 做 4 被 # 除 得 出 的 不 完全 商 ,x 叫 
做 a 被 Ps 除 所 得 到 的 余数 ,也 叫做 非 负 最 小 剩余, 常 记 作 (4)s 二 . 
以 后 ,我 们 总 假定 除数 串 > 0 以 及 因数 为 正 ， 
在 不 至 引起 混淆 的 情况 下 ,ta), 中 的 2 常 略 去 不 写 .我 们 有 
定理 2 ”对 于 整数 41,4;,5, 其 中 5 半 0, 常 有 
《人 十 G2) 一 十 ‘3) 
《一 ‘4) 
{a7 CA Cd) (5) 
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证 设 
ul pg 二 id: ds = Pq ‘dey, 
ay 二 a) = bq -tidy + ta}, 


A 二 ds plo 二) 二 fd) 二 {dsp) 
=— beg 二 gi 十 8) 二 ay 4 a? (6) 
出 定理 1; 即 得 (3) 式 , 类 似 地 可 证 (4) 和 (C5). 证 完 
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利用 上 节 的 定理 1, 我 们 来 研究 整数 的 最 大 公 因 数 的 存在 问 
题 和 实际 求法 . 

定 兴 ” 设 4arey 是 二 个 不 全 为 霉 的 整数 , 若 整 数 是 它 
们 之 中 每 一 个 的 因数 ,那么 蕊 就 叫 敌 ee 的 一 个 公 因 数 . 
这 时 ,它们 的 公 因 数 只 有 有 有限 个 .整数 en,ar，……e 的 公 因 数 中 最 
大 的 一 个 叫做 最 大 公 因 数 , 记 作 (e as, 若 (a eol 一 1 我 
们 说 et er sas 互 素 -我 们 有 下 面 的 定理 ， 

定理 1 设 apic 是 任意 二 个 不 全 为 零 的 整数 , 且 

= 
其 中 g 是 整数 , 则 (ay 一 (Be)， 

证 ”因为 eayfet 上 所 以 有 (ae 因而 4a:2) 所 
(bc), 同 法 可 证 (yc) 委 (cb ,于 是 得 到 4a:2) 二 te) 证 完 

因为 ,显然 有 (ai as ya) 一 (al ic) 又 因 汶 ， 
一 组 不 全 为 零 的 整数 的 最 大 公 因 数 ,等 于 它们 当中 全 恒 不 为 零 的 
整数 的 最 大 公 因 数 , 所 以 ,不 乱 设 4 六 00 一 1 我们 先 讨 论 
两 个 正 整数 的 最 大 公 因 数 的 求法 ; 即 轧 转 相 队 法 ,并 借 此 推出 最 大 
公 因 数 的 知 王 性质 . 

任 给 整数 us 盖 0,2 盖 0, 由 带 余 数 的 除法 ,有 下 列 等 式 : 

和 pi 十 和 0 rrl < 
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p=rngg 二 rrD0 2 
《1 3 
rs 
1 二， 
因为 5 六 让 关 吉庆 7 六 下 ,页 经 有 限 次 带 人 条 除法 后 ;总 可 以 得 到 一 
个 余数 是 零 , 旭 01) 中 ,4 二 00. 
现在 我 们 证 明 
定理 2 ” 若 任 给 整数 a 半 0.5 之 0, 则 (ea,5) 就 是 (1) 中 最 后 -… 
个 不 等 于 零 的 余数 , 妈 (a,6) 二 =，. 
证 ”由 定理 1 即 得 
rm; Oo CO = re ri) CO Cap). 
证 完 
从 人 和) 中 7 = 二 7 一 711 得 
rs Od} 二 dl) rd 
于 将 -二 7 一 人 人 上 式 ; 如 此 继续 下 去 ;最 后 可 得 
mm 一 sc 十 好 ,其 中 31t 是 两 个 整数 ,于 是 有 
定理 3 车 任 给 整数 4 这 0,8 守 0, 则 存在 丙 个 整数 训 ,n 使 得 
tap 一 ma 十 nb. 
显然 有 
推论 和 和 的 公 因 数 是 (ea) 的 人 因数. 
例 用 贸 转 相 除 法 求 < 一 288,5 一 158 的 最 太公 因数 和 严 ，m， 
储 mmma 二 nnB 二 {a5 
由 
288 一 158。] 130, 
158 = 130°* 1 2- 28， 
130 一 28。4 十 18， 
28 一 18 "1 十 10， 
18 一 1I0，1 十 S， 
10 二 3，1 十 2， 
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因此 , (288,158) 一 2. 
再 由 2 二 10 一 8:1 一 10-- (8 一 10) 二 10.:2 一 1]8 

= (28— 18*1)2— 18~= 28*2— 18:3 

28*2— (130 — 28，4)3 一 一 130 "3 十 28 14 
一 一 130:. 3 (158 一 130。1)14 一 14， 158 一 17 .130 
一 14.158 一 17(288 一 158.1) 一 31，158 一 17 "288， 

邦 f= 二 一 17yn 二 31， 

对 于 $1 的 (2) 中 的 余数 ,如 果 不 要 求 它 是 正 的 .那么 .对 于 整 


数 a 和 6 > 0, 则 存在 整数 ,4 使 < 二 所 十 ;成 立 ,其 中 | 所 号 ， 


这 是 因为 , 当 $1,02) 中 的 "之 人 也 时 , 取 s 一 六 当 r 祥 导 时 , 取 


:一 + 一 5; 当 5 是 偶数 且 r = 儿 时 , 则 :可取 了 和 一 了 两 个 数 中 
的 伍 意 一 个 . 数 : 叫 敌 & 被 bp 除 所 得 到 的 绝对 最 小 剩余 . 如 采 我 们 
在 (1) 的 计算 过 程 中 ,都 取 纵 对 最 小 剩余 , 计 设 最 后 一 个 不 为 堆 的 
余数 为 3 , 则 由 定理 1, 仍然 有 |5| 一 Ca 四. 仍 用 前 例 说 明 : 
288 一 158 2 一 28， 
la8 = 28 :6 -— 10, 
28 二 |0*"3C— 2Z2， 
l= 2.59. 
与 一 般 的 怨 转 相 除 法 相 比 较 .计算 步骤 由 7 次 减少 为 4 次 . 
定理 4 车 a stab) 一 1 则 <|c. 
证 ”车 c 关 0, 由 人 68) 一 1 知 存 在 西 个 整数 训 ,n 合 ja 十 
二 1; 需 mac 十 ne 一己 由 a|2e, 知 ali; 车 c 一 0, 结论 显然 成 立 . 
证 完 
现在 来 是 究 两 个 以 上 不 整数 的 最 大 公园 数 . 设 2 计 2,4al 字 0， 
A Od Defi std) = ho dartts) = aed, Td hs 
那么 有 下 面 的 定理 . 
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定理 5 设 alw~ ,ttn > 2) 是 n 个 正 整数 , 则 
CA de = 
证 由 |aswd,|a ed le ld。 1|4d。 z+ 可 得 
dsla, 1 Aa, |e .s. 
由 此 类 推 ,最 后 得 到 
da Ga ea， 
因此 有 4 所 (a, ,4n). 男 一 方面 ; 设 (al,"… ar) 二 4, 由 定理 3 的 
推论 可 得 
dlds, dd ds ms, dld,; 
故 
cf Sd,. 
于 是 得 到 Cal sas = 对 证 完 
由 定理 5 可 推出 
定理 6 设 eereu 均 为 正 整 数 ,x 汪 2, 则 存在 整数 ri， 
…*zw 使 得 
CA) Oo 


成 立 . 
§ 3 最 小 公 倍 数 


定义 设 a,ass…… ya 是 #2 个 整数 (ni 这 2), 兰 以 是 这 个 整 
数 中 每 一 个 数 的 倍数 ,由 就 叫做 这 个 整数 的 一 个 公 倍 数 . 在 
savedryatn 的 一 切 公 和 售 数 中 景 小 的 正 数 叫做 最 小 公信 和 数 , 记 作 
[Lars dt, |. 

因为 乘积 |a la ja 就 是 a ,… yas 的 一 个 公 倍 数 ,. 故 最 
小 公 倍 数 是 存在 的 ， 

由 于 任何 正 整 数 都 不 是 零 的 倍数 , 故 讨 论 整 数 的 最 小 公 人 和 倍数 
时 ,总 假定 这 些 整 数 都 不 是 和 零 . 

和 最 大 公 因 数 一 样 ,显然 有 [a a] 三 上 fy|s… ,|as1j, 所 


$3 最 小 公信 和 数 了 


以 只 需 对 正 整 数 讨论 它们 的 最 小 公信 和 数 . 
我 们 先 研究 两 个 正 整数 的 最 小 公 倍 数 . 
定理 1 设 44. 必 是 任 给 的 两 个 正 整数 , 则 
DD a 必 的 所 有 公 倍 数 就 是 [La ,2] 的 所 有 倍数 . 


如 由 
© Lh 0 


证 设 交 是 &,5 的 任 一 公 入 数 ,mm 二 a 二 , 邻 4 二 a1(a， 
一 得 a 二 机 ,因为 ta1181) 一 1 ,页 
二 | 有 因此 


C1) 


其 中 满足 等 式 上 二 brt. 反 之 , 当 1 为 任 一 整数 时 26! 为 cb 的 
个 公信 到, 丽人 ) 可以 表示 ab 的 一 切 公 恒 数 . 邻 一 1, 即 得 最 


小 的 正 数 , 故 [a,6] = 二 的 5, 这 便 证 明了 定理 1 中 的 @. 又 由 (1) 


式 定理 中 的 出 也 得 证 . 证 完 

现在 讨论 两 个 以 上 整数 的 最 小 公信 和 数 , 设 ie:ev 是 下 个 
正 整数 , 令 

[ae ] 一 [ze = Le 一) 
我 们 有 

定理 2 若 2i…a. 是 za 2) 个 正 整 数 , 则 

[ea ya ea | — 1. 

证 ”由 (2) 积 |p 二 2392 一 1, 有 a ma, 1,， 
i 二 2 ons 鼓 mr 是 wisas 的 一 公 倍 数 .又 设 严 是 aer 的 
任 一 公 倍 数 , 则 lni,as|m, 故 由 定理 1 知 wr; [ms 又 di|m, 同 埋 可 
得 mm. 依 此 类 推 ,最 后 得 mm。 人 六 |m|' 故 

一 Lai 

我 们 己 经 介绍 人 让 上 面 两 个 定理 又 给 出 了 

最 小 公 倍 数 的 求法 ， 
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§ 4 素数 .整数 的 惟一 分 解 定 理 


在 正 整数 里 ,] 的 因数 就 只 有 它 本 身 . 任 一 个 大 于 1 的 整数 都 
至 少 有 两 个 国 数 , 即 1 和 它 本 身 . 

定义 ”一 个 大 于 1 的 整数 ,如 果 它 的 正 因数 只 有 1 和 它 本 身 ， 
就 叫做 素数 ,否则 就 叫 敌 合 数 . 

本 节 的 主要 目的 就 是 要 证 其 任何 一 个 大 于 1 的 整数 ,如 果 不 
论 次 序 , 则 能 惟一 地 表 成 素数 的 乘积 . 对 于 惟一 性 我 们 将 给 出 两 个 
不 同 的 证 明 , 为 此 , 先 证 明 几 个 引 理 ， 

引 理 1 设 a 是 任 一 太 于 1 的 整数 , 则 a 的 除 1 以 外 的 最 小 正 
因数 g 是 素数 ,并 且 当 e 是 合 数 时 ， 

4g 入 va. 

证 ”假定 g 椒 是 素数 ,由 定 尺 ,q 除 1 和 它 本 身 以 外 还 有 一 正 
因数 gj ;因而 1 之 qi 之 gg 但 9 4&1 所 以 有 gl4: 这 与 8 是 最 小 正 因 数 
矛盾 , 故 4 是 素数 、 

当 & 是 合 数 时 , 则 4 一 a.9; 且 gg 之 a1: 邦 gg 所 Va， 证 完 

引 理 2 若 户 是 一 素数 ,a 是 任 一 整数 , 则 有 Pla 或 (ps,a) 

证 因为 (pa)|p, 故 (p, 4a) 二 1 或 (Pp, 4) 二 p, 后 者 即 
pla, 证 完 

引 埋 3 若是 率 数 ,plab, 则 pla 或 p15. 

证 ”车 a; 则 由 引 理 2, (pwa) 一 1, 再 由 2 的 定理 4 知 
plé. 证 完 

定理 (整数 的 惟一 分 解 定理 ) ”和 任 一 大 于 1 的 整数 能 表 成 素数 
的 乘积 , 即 对 于 任 一 整数 e 六 1, 有 _- 

a 一 pprpe PEP pr C1) 
其 中 pi;p;，,"…' :Pp, 是 素数 . 并 且 若 


ep 
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4 (2) 
其 中 21 是 素数 , 则 瑟 一 29 一 pp(i 二 111210 和). 
定理 的 证 明 : 首先 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 (1) 式 成 立 . 当 
4 一 2 时 ,1) 式 显然 成 立 , 假定 对 于 一 切 小 于 4a 的 正 整 数 (1) 式 
都 成 立 . 此 时 ,车 a 是 素数 , 则 人 1) 式 对 a 成 立 ; 若 a 是 合 数 , 则 有 两 
个 正 整 数 5,c 满足 条 件 
站 二 并 
由 归纳 法 假设 ,5 和 :分 别 能 表 成 素数 的 滋 积 , 故 4 能 表 成 素数 的 乘 
积 , 即 (1) 式 成 立 . 其 次 ,证 明 惟 一 性 . 癌 对 a 同时 有 (),(2) 两 式 
成 立 , 则 
Ppa pe — Yd (3) 
由 引 理 3 其 有 pi,9) 使 得 bp gog pio 但 gps 都 是 素数 ,所 以 
Pi 二 三 pr 导 pi 守 png; 社 gq1: 帮 同时 有 匀 宇 Pl 和 pi 宇 ， 
因而 Pj 一 qi, 由 (3) 式 得 pr…ps 二 qs…4w: 同 理 可 得 ps 一 9;， 
;二 94， 恢 此 类 推 , 最 后 得 一 mp 二 9,. 证 完 
在 给 出 惟一 性 的 第 一 个 证 明之 前 ,再 证 -- 个 引 理 ， 
引 理 4 如果 对 十 某 一 个 确定 的 整数 产 盖 1, 分 解 是 惟一 的 ， 
且 靖 是 如 的 任 一 个 素 因子 . 则 户 必 须 出 现在 分解 为 素数 乘积 的 分 
解 式 中 ， 
证 ”如果 三 加, 则 引 理 成 立 . 否则 设 5== 2 人 1. 因为 作 
一 大 于 1] 的 整数 可 表 为 素数 的 刁 积 ,可 设 P; 二 pi! 这 里 ps…， 
:是 素数 , 则 5 二 pp…pi 是 上 分解 为 素数 乘积 的 分 解 式 . 由 假设 ， 
对 5 来 说 除了 次 序 之 外 此 分 解 式 是 惟一 的 , 央 此 志 出 现 5 分 解 为 素 
数 乘积 的 分 解 式 中 ， 证 完 
定理 中 惟一 性 的 第 二 个 证 明 :如 果 分 解 不 是 惟一 的 :那么 至 少 
有 一 个 整数 4 六 1,4a 有 两 种 不 同 的 分 解 . 设 4 是 具有 这 种 性 质 的 整 
数 中 最 小 的 , 它 的 两 个 不 向 的 分 解 式 为 
和 一 及 (4) 
和 
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a 一 plep’, 站 和 2 2. (5) 
设 集 呈 二 {p10 Pi} oP 二 {pi 下. 记 i} 显然 PP 门 P' = 二 放 , 香 则 ， 
例如 疡 一 六 ,如 满足 1 < -<<a, 且 有 两 种 不 同 的 分 解 ,与 所 设 
a 最 小 矛盾 ,根据 引 理 1, 由 (4) 和 (5) 分 别 得 a 宇 pisa 庄 吉 :, 因 为 
户 ! 下 1 + 栈 癌 ppis 设 t 一 此 一 pipl; 因 为 pi [lap! a; 豆 | | 


六 | 又 因为 1 过 1 之 4a; 所 以 定理 的 惟一 性 对 1: 成立, 而 和 由 引 理 4 
知 


+ 二 pipitis 
其 中 直人 0, 故 

a = ppilt + 1) 一方 记 Go C6) 

& 40 一] 是 素数 ,由 (4) 和 (6) 得 
pigi'*g, 一 癌 = pre pi. (7) 
因为 让 不 可 能 出 现在 (7) 的 右 端 , 故 (7) 给 出 训 两 种 不 向 的 分 解 ， 
与 所 设 a 最 小 矛盾 . 证 完 

算术 基本 定理 告诉 我 们 , 任 一 大 于 1 的 整数 能 够 惟一 地 写成 

外 一 有 (8) 


其 中 ,二 p,(i 之 门 是 康 数 . 
《8) 叫做 < 的 标准 分 解 式 . 
如 果 la 放 0, 则 由 (8) 和 引 理 3,d 可 表 成 
d= pheph, op 0 = 1 kk) (9) 
的 形式 . 友之 ,如 a 可 表 成 (9) 的 形式 , 则 必 有 dla'd > 0. 
作为 惟一 分 解 定理 -~ 个 简单 而 直接 的 应 用 ,我 们 有 ;: 设 2 半 0， 
b> 0,EH 
a= piph, QE0 (= 1.,k), 
p= peph, BO (= lk), 
则 
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Ki) = phnptt, Y= mintapy} (= 1,.n,), 

(ad | = primrpi, 站 一 Taxfa 让 ) Ceol,k), 
符号 minta,,B) 表示 a,B, 中 较 小 的 数 .maxta,8,) 表示 9,,B, 中 较 
六 的 数 . 

对 于 任意 实数 z,y* 显 然 有 

天 十 一 maxfcyyy + min(tr,y), 
由 此 ,又 得 到 在 3 中 已 经 证 明 过 的 结果 : 
[Le | = 2 

上 商 从 理论 上 证 明了 任意 一 :个 大 于 1 的 整数 ,可 以 写成 它 的 
标准 分 解 式 ,而 且 这 样 - -个 分 解 式 可 以 通过 有 限 步 的 计算 求 出 .但 
是 ,在 实际 计算 时 ,特别 当 4 很 大 时 ,仍然 由 于 计算 量 太 大 ,常常 难 
以 办 到 . 因此 ,用 正 整数 的 标准 分 解 式 来 求 最 大 公 因 数 并 不 简单 ， 
而 用 轧 转 相 除 法 来 求 的 优点 在 于 不 必 把 正 整 数 分 解 成 标准 分 解 
式 . 至 于 大 整数 的 分 解 仍然 是 近代 数论 研究 的 重要 课题 之 一 , 它 林 
仅 共 有 理论 价值 ,而 生 有 实际 应用 ,我 们 将 在 第 三 音 和 第 六 章 中 介 
绍 . 

顺便 指出 ,在 自然 数 的 子 集 

SS= {3 二 1R= 0,1.2,*} 
中 ,如 果 定 义 其 “素数” 是 恰 有 两 个 因子 在 5 中 ,例如 4,7,190,13， 
19,22,25,31,… 都 是 3 中 的 “素数 ,那么 中 的 数 100 就 有 两 种 
分 解 形 式 : 
100 = 4:25, 100= 10.10. 

这 说 明 当 案 数 的 定义 改变 后 ,整数 的 惟 -- 分 解 定 理 就 不 成 立 了 . 因 
此 ,这 个 定理 反 觅 了 整数 的 本 质 . 

数论 中 许多 结果 者 依赖 于 惟一 分 解 定 理 的 成 立 , 在 本 草 后 面 
的 某 些 节 中 ,将 看 到 这 样 的 例子. 
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§ 5 掺 拉 多 硅 得 法 


天 约 在 公元 前 250 年 , 古 希 腊 数 学 家 厄 拉 多 骞 (Eratosthenes) 
提出 一 个 造 出 不 超过 六 的 素数 表 的 方法 :后 来 人 们 把 它 称 为 厄 拉 
多 塞 簿 法 . 它 基 于 这 样 一 个 简单 的 性 质 : 如 果 志 NN, 而 4 是 合 数 ， 
则 1 这 为 -- 不 大 于 ”ww 的 素数 所 整除 . 这 个 性 质 虫 4 的 引 理 1 即 
oJ 推出 . 厄 拉 多 塞 第 法 的 上 其 体力 法 如 下 ; 先 列 出 不 超过 wN 的 全 
体 素 数 , 设 为 2 二 pi 过 之 pr 人 VN ,然后 依 此 排列 2,3， 
,NN ,在 其 中 留 下 pp, 一 2 而 把 六 的 信和 数 全 部 划 掉 ,再 留 下 ps; 而 
把 pp; 的 倍数 划 掉 ,继续 这 一 手续 ,直到 最 后 留 下 pi 而 划 去 pi 的 全 
部 倍数 ,很 据 前 面 提 到 的 性 质 , 留 下 的 就 是 不 超过 六 的 全 体 素数 . 
近代 素数 表 都 是 由 此 法 略 加 变化 造 出 的 例如，1914 年 莱 梅 
(Lehmer) 发 表 了 1 到 10006721 的 索 数 表 ，1951 年 ， 库 利克 
(Kuliky 等 又 把 它 增 加 到 10999997， 

当然 厄 拉 多 塞 得 法 不 可 能 造 出 全 部 素数 ， 因 为 ， 素 数 是 无 穷 
的 ， 我们 有 

定理 1 素数 的 个 数 是 无 穷 的 . 

证 ”如果 素数 的 个 数 是 有 限 的 , 那么 设 p. 一 2,ps 一 3 
是 全 体 素 数 , 再 设 庆 == ppe…ps 十 149 是 了 的 率 因 数 , 则 有 4 关 
pj 二 1) ;因为 否则 至 少 有 一 个 pl1 所 i 站 寺 上 ,满足 4g 一 大， 
从 而 411, 与 9 是 素数 矛盾 . 于 是 与 p.，… ,ps 是 全 体 素 数 巴 盾 . 

证 完 

定理 2 存在 无 穷 多 个 形 如 42 一 1 的 素数 . 

证 ”假如 这 样 的 素数 是 有 限 的 , 设 是 它们 当中 最 大 的 一 
个 ,考虑 整数 

No—=2.3.5.. .pp—1, 
其 中 3*5'… "上 户 表 未 所 有 之 户 的 奇 素 数 的 乘积 .因为 内 是 税 一 1 
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形 的 ,市 且 NN 省 pp. 由 上 的 假设 知 ,N 不 是 素数 . 显然 ,w 的 所 有 素 
国 数 必 须 友 于 p. 由 于 NN 的 因数 愉 能 是 4x 十 1 或 4n -7-1 形 的 ,而 
两 个 4m 十 1 形 的 数 相 匀 仍然 有 4 十]1 形 的 ,因此 六 至 少 有 一 个 
4n 一 1 形 的 素 因数 , 设 为 4g, 而 9 这 Pp, 与 最 大 政 盾 . 证 完 

一 般 地 , 设 站 0 全 0 一 1 邦和 勾 形 如 &a 二 的 素数 有 
无 穷 多 个 ,这 个 定理 叫 狄 利克 和 雷 (Dirichlet) 定理 ,由 于 它 的 证 明 需 
要 较 多 的 准备 知识 ,本 书 就 不 准备 证 明了 . 

对 于 素数 的 研究 ,曾经 有 一个 时 期 ,人 们 和 希望 找到 一 个 表示 素 
数 的 方便 公式 ,例如 , 是否 存在 一 个 不 是 常数 的 整 系 数 多 项 式 
fir), 当 整数 工 宇 x 时 ,f(x) 孝 表 术 素 数 ? 回 答 是 否定 的 ， 

定理 3 对 于 任意 给 定 的 整数 x ,不 存在 整 系数 多 项 式 jx) 
一 ct 十 如 it 十 和 十 cr 十 conf 天 0 人 0 使 得 工 取 所 
有 六 天 的 整数 时 ,六 xz) 都 表示 素数 . 

证 ” 设 fc) 一 疡 是 一 个 素数 ,对 于 整数 ,有 

Crn 十 py Oo— fr) = pM, 


即 
frs tt py) 一 ad 十 1)， 
其 中 邮 是 一 个 整数 .由 于 最 多 有 3n 个 y 使 得 
firs py) = 01+ 

因此 对 于 充分 大 的 y,/(zx, 十 py) 不 是 一 个 素数 . 证 完 

素数 的 性 质 是 数论 最 早 的 研究 课题 之 一 ,这 方面 有 许多 颈 深 
的 难题 和 猜想 ,迄今 仍 是 -一 个 活 茎 的 领域 ,许多 近代 深信 的 结果 ， 
组 成 了 解析 数论 的 重要 内 容 . 


3 6 麦 什 涅 数 、 费 马 数 


定义 ” 设 记 是 一 个 素数 . 形 如 27 一 1 的 数 叫 居 表 什 涅 数 ,I 
作 M, 二 27 一 1. 
17 性 纪 ,雪人 慎 涅 (Mersenne) 证 明了 当 思 二 2,3,5,7;13,17， 
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19,31 时 ,MM 是 素数 .到 目前 为 赴 , 只 知道 33 个 麦 杆 涅 数 是 素数 ， 
除 已 提 到 的 8 个 以 和 外, 另 久 25 个 是 :p= 二 61,89,107,127.,521,607， 
1279, 2203, 228], 3217, 4253, 4423, 9689,9941,11213,19937, 
21701,23209, 44497, 86243, 110503, 132049, 216091，859433， 
1257787. 
现在 我 们 来 证 明 关 于 喜 什 涅 数 的 一 个 结果 . 
定理 1 设 户 是 一 个 奇 素 数 ,9 是 M, 的 一 个 素 因数 , 则 g 形 如 
1 二 2 上 十 1， 
证 明 这 个 定理 之 前 , 先 证 一 个 简单 的 引 弄 . 
引 理 设 4 半 0.8 计 0,3 祝 1, 则 
(2 一] 一 1 一 5 一 了. 
证 ”不妨 设 4 六 亡 ,由 轧 转 相 除法 得 
Oo 27 ri, 0 < 7 < 
p= rg 十 rs， 日 < rz < 


Tn 2 = fd D1 
一 一 了 人 1 


其 中 ,二 ta;5). 因此 
31 


1 一 ]) 十 sm 一 1， 


二 


ri 
有 一 1 一 了 ' ln DD) 1, 
2 一 荆 
3 tm 一 二 
rz 一 1 一 So 。 - fg 1 一 1 十 号 一 1， 

sn"-1— 1] 

Mi -一 
#1 一 1 二 hie — 17. 
gm 一 1] 
由 此 即 得 (6 一 1 网 一 1 一 500 一 】， 证 完 


定理 1 的 证 阴 ，; 
首先 ,我 们 证 明 对 于 任意 一 个 素数 7, 有 


$6 过 和 到 数 , 费 马 数 


rr rr 及 
W220) 
了 | 了 
十 1 一 2 一 乙 | 其 中 | | 表示 组 合 数 .* 是 素数 时 ,| 人 
(这 7 各 一 1), 故 0) 式 成 并 ， 
因 g 是 奇 素数 , 故 由 (1) 得 9|27' 一 1. 叉 因为 9|2* 一 1, 于 是 
由 引 理 得 


gog|(27 Co 11 1) 2 1]. (2) 
因为 g 六 1, 故 (2) 给 出 (pg 一 1) 这 1, 有 即 得 plg 一 1. 因 为 是 奇 
数 ,2? 一 1 足 偶 数 , 故 2 具有 形状 了 二 2&k 记 十 1 证 完 


寻找 素数 记 ; 使 得 麦 什 涅 数 MM 蚌 素 数 , 仍 是 近代 数论 研究 有 的 
课题 之 -一 ,通常 是 利用 某 些 判 别 法 ,在 计算 机 上 进行 运算 .在 下 一 
节 , 我 们 将 看 到 ,求偶 完全 数 “'; 等 价 于 求 老 什 涅 数 中 的 率 数 . 是 寿 
有 无 窃 多 个 p 使 M, 为 素数 ,是 数论 中 尚未 解决 的 难题 . 

值得 注意 的 是 麦 什 涅 素数 在 一些 应 用 学 科 ( 如 代数 继 码 ) 中 
得 到 应 用 . 

定 多 我们 把 记 一 2 上 12 裕 0 时 做 费 马 数 . 

前 五 个 费 马 数 是 fF, 一 3, 二 5, F; 一 17， 民 一 257， 
F, 一 65537, 它们 都 是 素数 . 据 此 ,1640 年 ,法 国 数学 冢 费 己 
(Fermat) 猜想 下, 均 为 素数 . 1732 年 , 欧 拉 (Euletr) 发 现下 ,一 641， 
6700417, 故 费 马 猜 想 不 真 ,到 日 前 为 止 ,我们 只 知道 以 上 五 个 数 是 
素数 . 此 外 ,还 证 明了 若干 个 费 马 数 是 人 台数, 这些 合 数 可 以 分 成 三 
类 ,例如 :中 当 z 一 5 6,7,8,9.10,11 时 ,得 到 了 产 的 标准 分 解 式 ; 
加 当 n = 12, 13, 15，16，17。18，19,21,23.25,26,27,30,32， 
36,38,39,42,52, 55; 58, 63, 73, 77, 81, 117,125.144.150, 
207,226,228,250,267,268,284,316,452,556,744;1945 时 ,只 知 
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道 严 , 的 部 分 真 因 数 ;@@ 当 # = 14,20,22 时 ,只 知道 ,是 合 数 ,但 
它 的 任何 真 因数 都 不 知道 . 此 外 ,下 ;, 是 我 们 还 不 知道 它 是 素数 还 
是 合 数 的 最 小 的 费 马 数 . 现在 很 多 人 人 都 认为 ,除了 已 知 的 前 5 个 费 
马 数 是 素数 外 ,其 余 的 费 马 数 都 是 合 数 . 

和 素 什 涅 数 类 似 , 在 费 马 数 中 ,是 否 有 无 穷 多 个 素数 ,是 一 个 
尚未 解决 的 难题 . 

费 马 数 的 有 些 简单 性 质 是 容易 证 明 的 . 如 

定理 2 人 和 任 给 两 个 费 马 数 上, ,让 ,mr 关 , 则 

【二 一 |. 
证 ”不 失 一 般 ,研读 严 全 下 衬 虽 天 一 及 十 中 二 用， 币 了 下。 


11Pse 如 果 令 x 二 2 ,我 们 有 


Fr 2 1 _ zol i 
五， 2 +l 一 1 
撤 王 .| 一 2. 且 因 下 Rs 一 2 推出 22, 因 为 天 是 奇数 ， 
故 ! = 1. 证 完 


1801 年 ,高 斯 (Gauss) 证 明了 当 有 肯 仅 当 有 二 ,让 (0 扫 
和 1 (一 1, ,5) 都 是 素数 时 , 正 衣 边 形 可 用 
圆规 种 直 斥 来 作 图 , 这 说 明 费 马 数 与 平面 几何 的 一 些 问题 有 联系 . 
费 马 数 还 利 某 些 实际 问题 有 联系 . 例如 ,在 数字 信号 处 理 中 ,用 费 
马 数 给 出 的 数论 变换 ,可 用 米 计 算 整 数 序 列 的 卷 积 . 
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定 尽 ” 谨 ?” 是 一 个 正 整 数 , 如 果 关 的 全 部 因数 的 和 等 于 27 就 
时 尽 一 个 完全 数 . 

例如 ,6 的 因数 的 和 是 1 十 2 十 3 十 6 二 12,28 的 因数 的 和 是 
1 十 2 十 4 十 7 十 14 十 28= 二 56, 克 6 和 28 都 是 完全 数 . 先 证 -个 
有 关 # 的 诸 央 数 和 的 结果 . 
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定理 1 设 == ph…ph 是 4 的 标准 分 解 式 ,oln) = jd 表 
dln 


示 关 的 诸 因数 的 和 , 则 


站 一 .这 —1 
疡 一 pe—1l1 


证 ”在 $4 中 ,我 们 已 经 知道 ,由 整数 的 惟一 分 解 定理 ,x 的 
全 部 因数 可 表 成 


pti*™" pits 习 < 2， < Hy 0 2 


故 otn) 一 > 一 人 
J a 了 


stn} 一 


i 
[7: 
3 
: 让 4 


一 “» . 证 完 
定理 2 是 一 个 儒 完 全 数 的 充分 必要 条 件 是 上 其 有 形状 
271(27 一 1), 其 中 户 和 和 2? 一 1 均 为 素数 ， 
证 设 户 和 2 一 1 均 为 素数 一 2 (22 一 1), 则 2 的 诸 因 
数 和 为 


1 十 2 二 二 27 十 C2 一 (1 十 十 220》 

二 2? 十 … 十 251) 

~ 27(27 C1» 

二 2， 
故 半 是 一 个 完全 数 ， 

反之 , 设 # 一 29 是 一 个 完全 数 , 这 里 4 是 一 个 育 数 ,e >>0,. 于 
是 由 定理 1,” 的 诸 因数 和 为 
《2 一 1]008 = 2 9 
其 中 ot9) 表示 9 的 请 因数 之 和 ,因此 
It) 二 yd, 


这 里 4 = 寺 - 于 了 是 一 个 整数 ,因此 4d 是 4 的 一 个 因数 ,4 和 < 是 
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4 的 仅 有 的 因数 .由 整数 的 惟一 分 解 定理 即 知 9 是 素数 ,g 一 2 : 一 1. 
因为 ?是 素数 , 则 ee 十 了 工 必须 是 束 数 , 令 e 十 1= 关 这 就 证 明了 了 
一 2 (2 一 1)， 证 完 
从 定理 2 的 证 明 , 可 以 看 出 整数 的 惟 -- 分 解 定理 的 重要 性 ， 
定理 2 告诉 我 们 ,有 -一个 老人 秆 涅 索 数 存在 ,就 对 应 着 一 个 侦 完 
全 数 , 反 过 来 也 对 . 
完全 数 中 男 一 个 著名 难题 是 : 是 否 存在 奇 完全 数 ? 几 百年 米 ， 
尽管 有 许多 数学 家 进行 了 大 二 的 工作 ,这 个 问题 仍 未 解决 . 
我 们 来 证 明 关 于 奇 完 全 数 两 个 较 易 证 明 的 结果 ， 
定理 3 如 果 n 是 -个 奇 完全 数 , 则 nw 具有 分 解 式 
nn 一 Pq eget , C1) 
其 中 ;p91 sg 是 不 同 的 素数 ,a 和 都 是 48 十 1 形 的 数 . 
证 人 设 n= pip# 是 n 的 标准 分 解 式 ,p(ti 一 1,，… ,点 ) 是 奇 
素数 ,好 是 完全 数 , 由 定理 1 可 得 
六 一 1... 区 


疡 ] 一 | FZ:— 1 


= 2ph'* pi. 
个 妨 设 
1 十 疡 十 … 十 站 一 4 二 2 (2) 
以 及 
1 十 疡 十 十 2 一 2 十 1 一 2 C3) 
其 中 fi 为 整数 .由 (2) 知 pp 为 投 十 1 形 ; 再 由 (2) 知 mn 世 为 
丝 十 1 形 , 故 可 令 恒 三 api 一 户 .由 (3) 知 a 是 侦 数 ,j 一 2, 此， 
可 令 28,1 二 ,9 二 prj 一 29 十 1 十 1 一 上 , 便 证 明了 (1) 
式 ， 证 完 
定理 4 如果 是 一 个 奇 完全 数 , 则 (1) 中 上 产 2. 
证 ” 若 t 二 1; 则 由 (1) 给 出 
pt 一 1] G+ 一 1] 


因此 ， 
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l 
一 1 1 2 +1 
2 一 产 上 1] 1 
"Tl 
(1 
疡 本 呈 1 了 
p14 
这 是 一 个 了 邓 盾 结果 ,吉之 2. 证 完 


定理 4 指出 ,如 果 奇 完全 数 存 在 , 则 至 少 依 3 个 不 同 的 奇 素 因 
子 . 这 个 值 曾 不 断 予 以 改进 ,上 自前 ,最 好 的 结果 是 哈 吉 斯 (Hiagis) 
在 1980 年 证明 的 ,他 证 明了 1) 中 : 宇 7, 即 奇 完全 数 如 果 存 在 , 浊 
至 少 会 8 个 不 同 的 麻 素 因 子 . 哈 奇 斯 还 曾 证 明 ; 如 果 x 是 奇 完全 
数 , 则 ”全 190”, 丰 完全 数 的 问题 ,是 数论 中 最 困难 的 问题 之 一 . 


$ 8 一 次 不 定 方程 


二 元 一 次 不 定 方 程 是 指 


HT dey Oo nn, 《1) 
其 中 vasoza 是 给 定 的 整数 ,aias 天 0. 
我 们 有 
定理 1 方程 (1) 有 整数 解 z,y 的 充分 必要 条 件 是 
(ar sda) | 天 (2) 


证 ”如果 (1) 有 人 解 ,显然 (2) 成 立 ， 

反之 ,不 失 一 般 ,可 迁 fale) 一 1 以 天 人 Da 0 由 号 2 
的 定理 3 知 , 存 在 整数 zz 使 ex 十 am 一 1 于 是 工 一 2 一 mg 
就 是 (1) 的 一 组 解 . 证 完 

方程 (1) 的 全 部 解 , 可 由 以 下 定理 给 出 . 

定理 2 设 (a,4z) 二 1, 则 (1) 的 全 部 解 可 表 为 

二 yO ts (3) 

其 中 xzoyye 为 (1) 的 一 组 解 ， 为 任意 整数 ， 

证 ” 设 上 为 任意 整数 ,把 (63) 代 人 (1) 得 
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efXn tt ast) 十 人 yo 一 a 
故 守 为 任意 整数 时 ,(3) 均 为 (1) 的 解 . 
反之; 设 zy 为 (1) 的 任意 一 组 解 , 由 
UT a 一 星 ， 
和 
atT， 十 doy 二， 
可 得 
Ar 一 30) 十 ef ~ Yo = 0, 
因 (e ya) 一 1 所 以 co 一 2 可 语 间 一 一 站 居 一 十 
2 让 得 一 0 一世 
类 似 定 理 1 可 证 
定理 3 设 * 关 2 元 一 次 不 定 方程 
人 十 drs 二 二 0 {1} 
有 整数 解 7,,… ,x, 的 充分 必要 条 件 是 
Ca sr 0) | 
设 5 这 2, 考虑 一 次 不 定 方 程 
A 十 dats 二 下 十 dr 二 wad Oi 二 1,5) (5) 
的 正 整 数 解 zz 疡 0G 三 17) 的 问题 .在 ?一 2 时 ,19 世 纪 , 凸 勤 
维 斯 特 (Sylvester) 证 明了 以 下 定理 . 
定理 4 设 一 2,0oes) 一 1, 则 在 2 > aras 时 ,(5; 有 正 整 
数 解 zi > 0,zas 记 0; 但 在 n= 二 aas 时,(5) 没有 正 整数 解 x 人 > 0， 
Ta 0. 


证 ”由 定理 2 知 
CT 十 dre NR 0 dO dy 人 0 C6) 
的 全 部 解 可 表 为 
了 1 = 十 dsts Xs 一 rs — af, 


其 中 zi ,zs 是 (6) 的 一 组 解 , 为 任意 莹 数 .不 难 知 道 , 吕 上 缀 二 使 


' 
0 < Ts = 1 一 fo S 人 
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叉 由 六 aaz' 可 得 
Cx 于 et Or a aad; — dud; = 0, 
疏 对 上 述 辣 来 说 ， 
X= 0. 
这 就 证 明了 全 ae 于,(6) 有 解 x 计 0,r, 全 0. 
好 果 在 x 二 gartaiyas) 二 1 有 时,(6) 有 解 了 三 Dr 站 0, 则 
由 (6) 可 得 
Ud RL 十 证 ?> 
国 (ai as) 二 了 教 | | 这 To; 之 1; 得 iia; 一 中 十 
ay 2 202as 此 丰 可 能 ， 证 完 
此 定理 也 可 狗 述 汶 : 设 fayas) 一 Tai 人 0ay 汪 D, 山 凡 大 于 
qids 的 数 必 可 表 为 go 十 ea 人 >0 人 0) 之 形状 ,但 cas 不 
利用 代 接 yy 二 x, 十 1(7 一 1.2) 可 得 
推论 《” 设 kalyez) 一 1:al 0as 人 0, 则 扩大 于 eey 一 一 
az 的 数 必 可 表 为 ein 十 daritzi 宇 0s,xz 写 浊 ) 之 形状 ,但 aas 一 
el 一 4z 不 能 表 成 此 形状 . 
对 于 45) 的 非 负 整 数 解 问题 ,我 们 有 
定理 5 设 d 二 (ae) 二 Doggy 计 1dl = di. 


"Nd < 
d. 一 1 则 当班 和 (ae 一 4 一 时 ,方程 (5) 有 


-7 "ad, 

整数 解 xz 写 04i 二 1 4. 

证 ”我们 对 :施行 归纳 法 .5s = 二 2 时 ,N{a vai) 一 aiay 一 ;一 
sz* 由 定理 4 的 推论 知 ,定理 5 成 立 . 设 ; 一 1( 这 3) 个 元 时 定理 成 
立 : 我 们 米 证 明 s 元 时 的 情形 . 设 (a 名 ,a_1) 二 d, ;, 由 dd 二 1 知 ， 
feieJ 二 1. 再 设 a 二 da 二 Ty 一 1 = (Cu, )， 
i 由 tdi4.) 二 1] 可知, 对 任 给 的 ,存在 
0 和 bd) 一 1; 使 得 ,in 一 ub., 于 是 由 (5) 可 得 
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因为 n> tale 鼓 
,bn 二 全 人 一 了) | SC 
1 


-上 
= 二 Sa 一 一 fed yo 1》 


本 纳 这 假设 ， 有 昌 数 解 二 字 0 4T-1 字 0, 即 当 # 放 
Nasod) 了 时 , (5) 有 整数 解 谨 守 0. X11 守 0,7, 二 办 宇 0. 
证 完 
定理 5 告诉 我 们 ,对 :元 (3 全 2) 线性 型 a 十 十 aT， 
= 一 1 在 一 个 正 整 数 Fiewy ec 
当 有 Faeyd) 村 ,nn 可 表 为 ajzri 十 十 x 这 形状 {x 宇 0， 
7 二 1，… 1 呈 ) ,但 是 六 (a ,*… ,a.) 却 不 能 表 为 如 上 形状 ,f(a a.) 
叫做 线性 型 ctrl 十 … 十 ax 的 最 大 不 可 表 数 . 求 出 Flays'** ,a,) 
就 是 著名 的 弗 轴 贝 尼 乌 斯 (Erobenius) 问题 . 由 定理 4 知 Fla;,ay) 
三 Qidz 一 41 一 yz, 对于， 宇 3, 特 别 是 := 二 3 的 情形 ,经 过 许多 数学 
家 的 努力 ,已 经 找到 了 多 种 算法 来 计算 Ffa, a2,a,). 


YS《9 抽 展 原理 


抽 居 原理 ,又 叫 驴 舍 原 理 . 为 纪念 19 世纪 德国 数学 家 狄 利克 
雷 , 拙 屡 原理 也 叫 独 利 克 雷 原理 . 这 个 原理 最 简单 的 表达 方式 是 : 
假如 有 十 1 或 更 多 } 个 物体 装 人 个 盒子 里 ,那么 一 定 有 某 个 盒 
子 至 少 装 有 两 个 物体 . 

抽 启 原理 在 数论 和 组 合 论 中 有 着 许多 应 用 ,下 面 给 出 几 个 应 
用 抽 屠 原理 的 定理 . 

定理 1 谋 1 和 工人 2 则 有 1 和 i 之 jj 挝 
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于 十 1 使 得 12 
证 写 &a, 二 26 A O20 一 1A 十 ]) ,其 中 六 二 27， 
因为 1 ,2,…,2n 中 恰 有 ?= 个 不 同 的 奇数 , 故 在 锯 ，…, 记 :中 至 少 有 
两 个 相同 , 设 5 一 乌 ,1 所 < 了 扫 十 1, 故 aia， 证 完 
定理 1 是 1935 年 由 爱 尔 特 希 (Erdos) 提出 ,并 由 汪 梅 证 明 的 . 
定理 2 设 1 志 mm 达 nn, 联 立方 程 组 
了 一 GT 十 十 人 
也 二 GE 十 十 ca 一 日 
£1) 
ls = 十 十 全 下 
其 中 aa 下 提 一 1 2) 为 整数 .如 果 zz 是 (1 的 
一 组 解 , 记 为 向 量 形式 和 = (rz XXX 称 为 人 1) 的 一 个 解 向 量 . 
则 (13 存在 解 向 量 导 一 人 zy…zro) 天 0, 日 满足 
EE 1 {2) 
这 里 A 二 ajl 二 anz| 十 和 一 二 
证 设 N 一 [A144,)7#], 其 中 [zj 表示 不 大 于 zx 的 最 大 
整数 ,六 表示 aj,… ,a 中 正 数 的 和 ,一 CC, 表示 ea 中 负数 
的 和 , 故 4, 二 B, 十 CG 二 1 ym). 当 yi 取 遍 区 间 [0,N] 中 的 整 
数值 野 二 1,… ,nn), 可 得 出 CN 十 1)" 个 不 同 的 向 量 的 集 5， 
Ss = {ey lay NE = 1 ,nn). 
对 中 的 每 一 个 向 量 , 有 
一 CNEL=ainn 十 十 day SE BN, 
帮 革 ,可 取 (B8, 十 CDN 十 1 二 AN 十 1G 二 1,…,m) 个 不 同 的 整 
数值 ,于 是 , 当 Cyi,… ,yy,) 跑 玉 5S 中 CN 十 1)" 个 向 量 时 ,最 多 可 得 


二 Ca 十 1 个 不 同 的 向 量 ( 工 |， ,元 ，)， 因为 可 设 4 三 17 一 1 ， 
A 
人 4x+Ds [TANt A = N+ Ta 


1 一 1 J 一 J 了 一 上 
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(十 二 1 
= CN CA A VR] 1) 


> (CN +1)" 1T4,> > I[ aN 十 1)， 


故 至 人 少 有 在 中 两 个 不 同 的 向 量 ， 设 为 Cy CV 
对 应 于 同一 个 向 量 ( 厂 7 令 二 一 Vt 二 1] )， 
苹 一 (zi 天 站 就 是 (1 的 一 个 和 解 向 量 ,而 且 

| 一 有 一 人 CA: A, 是 一 了 + 证 
故 (2) 成 立 . 一 证 完 
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， 证 明 6laga 十 1)C2n 十 1}, 其 中 是 任 柯 整数. 

- 证 明 ; 任 意 # 个 连 针 整 数 中 这 1) ,有 一 个 且 只 有 一 个 数 被 n 除 尽 . 
证 明 : 若 让 一 产 | (nz 十 gp) 则 一 plimg + np), 

证 明 : 项 六 |fioa 一 贞 和 户 |f0 一, 则 pl (ad — bey. 

证 明 ; 若 Ca) 二 1 上, 则 ta 十 Ba 一 上 二 1 或 2. 

证 明 ;: 共 (asd) = 二 1; 则 (a 一 a 一 和 荆 如) = 1 或 3. 

证 明 : 者 方程 十 az 十 中 十 二 00 这 01w 是 整数 ,1 ， 
#) 有 有 理 数 解 , 则 此 解 必 为 整数 


8、 一 个 有 理 数 方 , 当 (a,2) -1 时 叫做 既 的 分 数 . 证 明 ; 车 两 个 经 约 分 数 


和 


入 ,5 的 和 是 一 个 整数 , 则 Wb! 二 !41. 


8， 如 果 一 个 整数 不 能 被 任 一 个 素数 的 主 方 所 整除 则 叫做 无 平方 因 了 于. 
证 上 明 : 对 每 一 个 束 数 之 1, 能 惟一 决 写 全 DO 全 间 使 得 ?一 2 这 里 吉大 
平方 因子 . 

10. 证明: 阁 太 是 # 的 最 大 平方 因子 ,; 则 册 ain, 可 推出 | 

11， 给 定 工 和 yy 荐 m= ar 十 bysnn 王 cr 十 dy 这 里 ad 一 点 == 土 1: 证 
明 :fmyny 一 (Toy)， 
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12. 证 明 : 若 呈 站 加, 则 本 

13， 江 明 : 若 ka 一 1 日 人 2 一 人 岂可 二 

14， 证 明 : 村 于 同样 的 整数 xz 和 17|27 十 33 的 充分 必要 条 性 是 
17|97x 十 5, 

15. 证 Stad ry = or ba er dB da te hr 
证 明 ; 萃 存在 mr 使 5171m); 则 存在 x 使 51gtx)， 

16. 证 明 : 妇 昌 a 种 是 正 整 歼 ,那么 等 差 数 列 

Ur Bd Bo a he 

中 能 被 # 吾 除 的 项 的 个 数 等 于 数 4 和 上 的 最 大 公约 数 ， 

17， 假设 a ,bvwe sd 是 整数 ,证 明 : 芳 数 srt 十 ud stx 都 能 被 茶 吾 数 44 整 
除 , 册 各 和 ee 也 都 能 被 # 吏 际 . 

18， 证 明 :车 a.5 是 任意 是 个 不 人 定 为 霉 的 整数 ,mm 为 并 -下 整数 , 则 Lam. 
bmn) 一 【 bmn. 
]19。， 定员 fy ye a 二 Ct 
20， 证 明 | 可 9 ] 人. 
21， 证明: 攻守 站 一, 则 
一 
22. 证 明 ; 若 #8 计 D.9 2ni 1; 则 n+ dd 不 是 完全 尘 方 数 . 
23. 证 明 : 对 于 给 定 的 #8 记 0, 数 对 twwl 适合 [iv] 的 对 数 为 丰 的 因 
数 的 个 数 ， 

24. 证 明 , 对 平 任何 自然 数 a ,2 二、 是 器 约 分 数 ， 

25。 证 明 ; 兰 首 全 00 二 1, 方 程 x” 和 的 全 部 整数 解 可 以 
由 2 二 ,二 1" 给 出 ,其 中 ! 取 任意 整数 . 

26. 证 明 : 对 于 平面 上 任 给 的 五 个 整 点 ( 即 点 的 至 标 都 是 整数 的 
点 ?A Cr 二 1124056); 必 有 其 中 现 点 的 连 线 的 中 点 也 是 整训 ， 

27， 证 明 : 若 方程 组 


rt dad a=, 
car 二 2 十 一 一 站 
| 十 pr a 十 Gd, | 


中 .未 知 数 的 个 数 g 与 方程 的 个 数 卢 间 满 是 4 = 2p, 而 且 系 数 a, 仪 取 .1 或 
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峰 或 1. 则 这 个 方 穆 组 必 有 满足 下 列 条 件 的 解 人 yz 

中 ”所 有 的 xz, 都 是 整数 ; 

加 ”对 于 某 些 J 扫 了 扫 9 天 0 

各 ”对 所 有 并] 菇 了 过 时 ,| 了)| 守 池 . 

258， 设计 2,V, 是 一 个 形 是 1 二 二 的 数 从 (其 中 六 二 1.2.) 一 个 数 
mm 所 VW, :如果 不 存 在 .9 毛 了 ,使 得 py 二 吏 , 则 称 mm 为 VY 中 的 不 可 约 数 .证 
明 ; 看 在 着 一 个 数 7 VYV: 这 个 数 可 以 用 不 目 一 种 方式 分 解 成 为 数 集 玉 ,中 着 
二 不 可 约 数 的 乘积 . 


LaBella 
2 Tle a] Cad) Bvteray’ 


30. 证 明 : 一 正 整 数 为 其 诸 因数 ( 除 本 身 外 ) 之 积 的 充分 必要 条 件 是 此 
数 为 一 素 煞 的 立方 ,或 为 两 不 同 素数 之 税 ， 

31， 证 明基 公有 的 无 平方 因 闻 的 完全 数 . 

32， 证 明 2* 一 1 至 少 有 "个 不 同 的 素 因数 . 


33， 证 明 二 十 二 十 … 十 二 (za 0) 不 是 整数 ， 


34. 证 明 : 车 表 第 个 素数 , 则 卢 王 下 
35. 证 明 , 若 六 全 Da 全 0m 是 奇数 . 则 (2" 一 1, 包 十 1) -= 1. 
358， 证 上 朋 ;: 闭 fw58) = 二 41m 六 0; 则 数列 
fa 十 民 1， 是 二 ,1 
中 存在 无 限 多 个 数 与 mw 互 素 ， 
37. 证 时: 车 (a5) 一 1,a 十 五 关中 此 户 是 一 个 奇 素数 , 则 


”二 和， 


县 求 忆 时 所 进行 的 除法 次 
数 为 ,6 在 十 进 制 家 示 中 的 位 数 是 4 证 明志 5l. 

: 39 证明: 若 个 整数 1 过 人 二 由 二 一 同志 2 中 任意 两 个 整数 
ea, 的 最 小 公 倍数 [ae way] > 22, 则 二 > [ 守 ] 
| 


| 的 最 大 公 因 数 ， 


10. 设 a 之 0, 求 [ | ,| i 


41， 证 明芳 > [ 生 一], 则 在 大 个 整数 1 和 抽 过 如 之 之 和 捞 n 中 
存在 & ii(tl 二 站 之 了 竹中) 满足 4, 十 @ 过 他) 


同 余 是 数论 中 一 个 基本 概念 , 它 的 引信 简 化 了 数论 中 许多 
问 是 . 目前 , 同 余 理 论 已 发 展 成 为 初等 数论 中 内 容 丰 定 , 应 用 广泛 
的 … 个 分 支 . 本 章 将 着 重 介绍 同 余 的 基本 性 质 和 解 某 些 同 余 式 的 
一 般 方 法 . 


$ 1 同 余 的 定义 和 基本 性 质 


定义 。 给 定 一 个 正 整数 x*, 如 果 用 避 去 除 岗 个 束 数 4 和 户 革 
得 的 余数 相同 ,我们 就 说 &,8 对 模 数 mn 同 余 , 记 作 4 圭 bmed m4)， 
如 果 人 余数 不 同 , 我 们 就 说 a, 关 对 模 数 严 不 同 余 ， 记 作 
a EE ptmod m). 

由 同 余 的 定 久 出 发 ,立即 可 得 以 下 一 些 性 质 . 

1. 4 三 dltmod mm),( 自 友 性 ) 

2. 车 2 三 2mod 00), 则 5 三 ulmod mr}. 《对 称 性 ) 

3。 车 4 三 bmod 区 } 二 cimod p72), 则 4a 三 cmod my), (传递 
性 ) 

我 们 有 

定理 1 整数 4,5 对 模 数 mm 同 余 的 充分 必要 条 件 是 wr|u 一 此 

证 说 二 三 pmod mmr) 因 有 有 二 十 DO 各 
b= me 二 TOF mn 
之 ， 设 2 二 十 二 二 
ma 一 7， 则 窒 

1 和 一 正二 3 yr 

教训 [7 一 rs 又 因 | 六 一 产 | 过 于, 便 得 六 一 产 - 证 完 
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定理 [ 告诉 我 们 癌 余 马 可 是 交 站 下 :着 nt lu 5 妈 称 ud 对 
模 数 ww 问 余 . 
定理 2 如果 圭 pmod me 三 Bimod Im), 则 有 
ur 二 ay 三 br 十 Bvtmod m) ,其 中 ,wy 为 仔 给 的 整数 ，; 


yp 


Danii(mod m}: 


一 


人 mod 于 其 中 天 
人 f(a) 二 f(b)(mod mn), 其 中 f(x) 为 任意 给 定 的 一 个 整 
系数 多 项 式 . 

证 号 因为 说 ta 一 总 ia 一 及 故 有 

mleta— Bb) ytam 2) = (tart ay) Oo— wr pr), 

由 到 |ata 一 上 二 ba 一 二 ar 一 上 8 便 敌 |. 

号 由 必 可 证 . 

中 由 响 和 人 鸟 可 证 . 证 完 

现在 ,我 们 举 几 个 俩 子 来 说 明 以 上 性 质 的 应 用 . 

例 1 一 个 整数 双 这 0 被 9 整除 的 充分 必要 条 件 是 # 的 各 位 
数字 (十 进 制 ) 的 和 被 9 整除 ， 

这 是 因为 ,如果 

n= 二 on 二 10a 十 10as 十 十 10g;， 
由 10 尘 1(mod 9)( 一 1 类) 和 定理 2 的 二 便 得 
nw 十 a mod 9). 
例 2 641|F:= 二 2 十 1, 
我 们 有 
2 一 256， 2 = 65353§ 二 154(mod 641)， 
2 二 (154) = 23716 寺 840 圭一 ] (mod 641), 

例 3 当 n 是 育 数 时 , 312" 十 1; 当 二 是 偶数 时 ,3f+2" 十 1. 

这 是 国 为 2 二 一 1(mod 3), 故 和 二 (一 1y(mod 3), 2 十 1 
圭 (一 17 十 1tmod 3), 即 得 > 是 奇数 时 ,2 十 1 三 DCmod 3);n 是 
偶数 时 ,2 十 1 三 2fmod 3). 

定理 3 滞 wr 寺 Betmod rmr), 有 目 著 1c) 二 用 ,出 
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|! 2 
站 三 ol mod #| 。 


人 | 


证 国 为 着 ca 一生, 帮 等 | 年 (a 一 孙 , 又 因 | 雪 , 和 | 一 1, 便 
知 也 ta — bY. 证 完 


定理 4 车 4 三 bitmod pr) 二 11,2. 下 sn ; 则 
a = pimod [en ,re st, |), 
证 因为 ma 一 上 7 一 上 yn 把 4 一 上 向, 一 1》 
都 写成 因子 相同 的 标准 分 解 式 , 即 可 知 Loa ymj a 一 站 所 以 


a 三 六 (mod [psn ,pi, |). 证 完 


$ 2 剩余 类 和 完全 剩余 系 


在 《1 中 指出 同 余 关 系 满 足 日 反 性 ,对 称 性 ,传递 性 ,这 告诉 
我 们 ,对 于 整数 集 来 谋 , 同 余 是 一 等 价 关 系 . 这 样 ,对 于 给 定 的 任 一 
正 整 数 芭 ,利用 模 数 束 同 余 这 个 关系 ,就 可 以 将 件 部 整数 分 成 若干 
类 . 

定 尽 ” 设 严 是 -个 给 定 的 正 整 数 .Ctr 二 0.1 ,m 一 1) 表 
沪 所 有 撒 如 gm 十 7 的 整数 组 成 的 集 , 其 中 4 二 0; 土 1, 士 2.…, 则 
CCo 1! 岂 做 模 数 vx 的 剩余 类 . 

我 们 有 

定理 1 设 训 祈 0,Co0rGiooCw-] 是 模 数 的 剩余 类 , 则 有 

”每 一 个 整数 怡 包含 在 某 一 个 类 人 C, 里 ,这 里 0 志 7 所 mm 一 1 

”两 个 整数 x,y 属于 同一 类 的 充分 必要 条 件 是 

X= ymod wr). 
证 六 设 a 是 任 一 整数 , 则 有 
dF 

故 “ 恰 包含 禁 已 - 中 . 

加 设 a,b 是 两 个 整数 ,并 且 者 在心 内 ,出 
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Oo rp = gn 二 +r, 
故 ra 一 如 反之 ,mla 一 656, 则 由 同 余 的 定义 妈 知 a 和 如 同 在 某 一 


类 里 ,0 近 之 jm. 证 完 
定义 ”在 模 数 nr 的 剩余 类 CO,… Ci 中 各 取 -… 数 a, EE 
Cj 二 0,1.ym 一 1 此 训 个 数 aooay,… ,a 称 为 模 数 的 一 
组 完全 剩余 系 . 
由 此 定义 立 得 


定理 2 mx 个 整数 作成 模 数 x 的 一 组 完全 璋 余 系 的 充分 必要 
条 忻 是 两 两 对 模 数 mr 不 同 余 . 

最 常用 的 完全 剩余 系 0,1,2,… ,mm 一 ,它们 称 为 模 数 mx 的 非 
负 最 小 完全 剩余 系 . ' 

定理 3 设 合 ,14) 二 11, 而 Qs… dw 是 模 数 区 的 一 组 完全 剩余 
系 , 则 kal,… ,a 是 模 数 m1 的 一 组 完全 剩余 系 . 

证 ”如果 a 三 Ra,(mod 严 ) 所: 了 过 站,* 则 并 Co, 一 a),). 
又 因为 (人 一 1 故 可 la 一 所 与 所 设 矛 导 . 这 就 是 这 Eee …， 
ka 中 没有 两 个 数 对 模 数 加 同 余 ,由 定理 2 便 知 它们 是 模 数 wm 的 一 
组 完全 剩余 系 . 证 完 

定理 4 设 由 全 0 0 一 1 而 rs 分 别 通 过 
模 数 rm ,m; 的 完全 剩余 系 , 则 msz 十 mirr 通过 模 数 天 ms 的 完全 
剩余 系 . 

证 ”由 假设 知道 xi ,z, 分 别 通过 mm ,ms 个 整数 ,因此 mr 十 
mzs 通过 mm 个 整数 . 由 定理 2 只 需 证 明 这 pm; 个 整数 对 模 数 
mms 两 两 不 同 余 就 够 了 .假定 

Mz! 十 Wry SE Mex? + amod mm )}), 《1 ) 
其 中 zyz 是 所 通过 的 完全 剩余 系 中 的 整数 ,而 -rzs 是 所 
通过 的 完全 剩余 系 中 的 整数 , 则 由 (1) 可 得 
Mar = mr (mod on), mr SE mrs (mod ps). 
因为 Gn yms) 二 1， 故 得 .三 人 frnod 区) 二 (mod mrs) ,但 
,XI 是 取 自 模 数 zx 的 完全 剩余 系 中 的 数 , 由 此 可 得 zx1 = 二 xz!, 同 
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理 习 一 六 这 表明 其 1r 让 与 和 {71 xz) 不同, 则 (1) 式 涉 能 成 
让. 证 完 
1948 年 , 乔 接 (Chowlay 等 让 明了 以 下 定理 ， 
定理 $ 设 n 阁 2 ,并 设 Hl 和 Bis 分 别 是 模 数 ?2 的 
一 组 完全 剩余 系 , 则 ai eb, 不 是 模 数 的 一 组 完全 剩余 系 . 
证 明 这 个 乍 理 之 前 , 先 证 明 一 个 定理 . 
定理 6 设 户 是 一 个 素数 , 则 
( 户 一 1)1 十 1 三 Comnod p)., (2) 
证 一 2,3 时 ,(2) 式 明 然 成 立 . 现 设 请 全 3 是 一 个 奇 素 数 ， 
号 一 12;3 4 访 一 2 和 全 .因为 ta 站 = 1 故 有 整数 如 使 
am 十 pn 一 1， 有 妈 得 ari 三 1(tmod py， 设 上 8 二 im) 易 知 8 关 1， 
pl- 故 bES, 有 目 a6 三 1(mod p). 现 在, 我们 来 证 有 明 a 关 睫 ， 
否则 ,由 a 二 上 推出 
po 1 1 mod py, C3) 
而 1,5 关 户 一 1, 故 (3) 不 能 成 立 . 现 肥 全 Sua 天 天启 
出 有 万 5S, 使 a'8 三 1(mod p) ;而且 太 关 ai 8 了 关 @ 关 .如 


此 讨论 下 去 , 便 知 S 中 的 数 可 分 成 人 一 对, 每 一 对 数 4, 5, 满足 


2 
a 三 1(mod 加 )， 故 得 2， 3(p 一 2) 二 ](mod p)、 有 妈 得 
(p—1)!11=0(mod p). 证 完 
定理 6 就 是 训 知 的 威 尔 民 45Wilson) 定理 . 
定理 $ 的 证 明 


设 41n, 如 果 & 名 6 名,… ,usb 是 模 数 ” 的 一 组 完全 剩余 系 , 则 其 中 
用 个 奇数 和 二 个 偶数 , 不 失 一 般 情况 ,假设 4 名,… ,awbwiz 是 可 
个 奇数 , 则 a s,sz 和 ,Bis 分别 是 ,a 和 如,…, 芭 中 
的 2 个 奇数 . 由 完全 剩余 系 定义 知 在 zi ,azto aw, 中 存在 革 


个 天 使 
二 由 = 22mod n), 
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间 余 式 
故 
ab, = 2(mod 4 ,月 元 十 1 执 了 扫 四 (4) 
但 此 时 a, 三 5, 三 0mod 2), 因 此 (4) 式 椒 能 成 立 . 
当 4n 时 ,可 设 二 gm, 这 里 9 二 记 或 g 二 2p; 是 一 个 奇 素 
数 ,2+m, 由 定理 6 知 , 在 7 一 站 时 ， 
鼎 
[I[ j= -DD!=— 1(mod p). (5) 
= 
在 5 一 2 时 : 
| j= 二 1。 po— op 2 p+ dt2p— 1) 
11. 和 1 
三 (pp 一 1)1 择 一 10mod p). £6) 
a 
2 
1T| j=- 1(mod 2) (7) 
1 
由 (6) 和 (7) 及 $1 定理 4 得 
TT j 三 一 10mod 2p). C8) 
py 1 
由 5) 和 8) 可 得 
1 7 i ， I |] j= 1* = 1(mod yg). 
i 1 i ‘= 1 站 0 1 nn 
和 而 
人 ,三 | 六 = Ti Ttmod oq), 
ta 1 er i 
所 以 ,如果 半 2,a5 ,ryasz, 是 模 数 的 一 组 完全 和 镜 余 系 , 则 得 
= | ;= I ub, 
en 


ai i 1 
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一 TT a, [i b, 三 (mod 9). (9) 
bal =1 
而 9 主 2, 所 以 (9) 式 不 能 成 立 . 这 就 证 明了 在 nn 关 2 时 ,a 
ap, 不 是 模 数 ”的 一 组 完全 剩余 系 . 证 完 
顺便 指出 , 模 数 光 的 剩余 类 之 间 可 以 定义 返 算 . 由 1 的 定 惠 
1 知 ,在 任 给 的 两 个 模 数 产 的 剩余 类 CC,,C, 中 各 取 一 代表 i] 而 令 
i 十 7( 或 i 门 所 在 的 镜 余 类 为 Coit.( 或 Cp? , 则 C6; 或 Co) 
仅 与 CC 有关, 而 与 所 选择 之 代表 无 关 , 故 可 定义 CC 之 间 的 
加 法 由 和 乘法 局 为 
CDC = CC OC = CC, 
CoC ,C1 对 上 述 加 法 和 乘法 成 环 , 叫 敌 模 数 wr 剩余 类 环 , 记 
为 Zlm) 或 Zim2, 它 为 抽象 代数 提供 了 具体 合子 ， 


8383 缩 系 


首先 引进 编 系 的 定义 ， 

定义 。 如 果 一 个 槛 数 mm 的 剩余 类 里 面 的 数 与 加 互 泰 (显然 ， 
只 圳 有 一 个 与 关 互 素 , 其 余 的 均 与 六 互 素 ), 就 把 它 叫 修一 个 与 模 
数 闫 互 索 的 剩余 类 . 在 与 模 数 m 互 泰 的 全 部 剩余 类 中 ,各 取 - 数 
所 组 成 的 集 叫做 模 数 7 的 -组 缩 系 . 

在 讨论 缩 系 的 过 程 中 ,需要 引 和 人-- 个 常用 的 数论 函数 一 一 上 矿 
拉 函 数 gn). 

定义 欧 拉 函 数 on) 在. -个 定 尽 在 正 整 数 集 上 的 函数 ,Ba 
的 值 等 于 序列 0,1,2 yn 一 了 中 与 互 索 的 数 的 个 数 . 

由 定义 9 二 1,9(2) 一 19(3) 一 2,…, 当 pp 是 素数 时 ,fCp) 
二 一 1， 

定理 1 模 数 mm 的 -组 缩 系 合 有 Ftm) 个 数 . 

定理 2 车 gi oar 是 Om 个 与 贡 吾 案 的 整数 , 则 a ,…， 
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ar 是 模 数 疡 的 一 组 缩 系 的 充分 必要 条 件 是 它们 两 两 对 模 数 产 不 
同 余 ， 

定理 1 和 定理 2 都 基 亚 然 的 . 

定理 3 阁 (4,m) 二 1,7 通过 模 数 1 的 缩 系 , 则 ax 也 通过 楼 
数 严 的 缩 系 ， 

证 ” 当 z 通 过 模 数 产 的 缩 系 , 则 wz 通过 多 za) 个 整数 ,由 十 
Cp) 一 127) 一 1 大 (az 一 1. 若 ar 三 arrfmod rm) ,可 
得 xl 二 x,(mod ja) 与 所 设 通过 模 数 普 的 缩 系 矛盾 , 故 uszr 通 过 


模 数 癌 的 缩 系 . 证 完 
定理 4 设 产 人 16) 一 1 则 
En = ftnod wm). 


证 ” 设 r…rrm 是 模 数 亚 的 一 组 缩 系 , 则 由 定理 Bdrls 

era Gregmy 也 是 模 数 r 的 一 组 缩 系 , 教 
Lar are) TCF rr CMOod mm), 
即 
a ra rr ran mod m), C1) 
由 于 
Fp) = 1, = 2 ), 

改 


《Firefrto3n5ty — 1, C2) 
根据 $ 1 定理 3, 再 由 (2) 和 (1) 得 
uar™! = Tmod 1, 证 完 


由 定理 4 立刻 推 得 定理 5. 它 通常 叫做 费 马 小 定理 . 
定理 5 党 户 是 素数 , 则 
a Stnod pp). 
定理 6 证 总 全 0 六 0,(8004012) 二 1, yxs 分 别 通 过 模 
数 mr ,ms 的 缩 系 , 则 Msxzl 十 了 iizs 通过 模 数 jim， 的 缩 系 . 
证 音 先 证 明 (mszi 十 HYPi92) 二 1 否则 ,有 素数 产 ， 
PlimeTi 十 mrs sp|mm. 如 pfl; 则 plmszi;y 而 pri; 吉 户 lms, 此 
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与 人: 一 1 矛盾 ;如 |m;, 可 得 出 相同 的 矛盾 . 这 就 证 明 当 之 ,， 
ze 分别 过 模 数 产 , 和 和 和: 的 缩 系 时 ,Ym Cp72) 个 数 世 sx 十 mirs 
均 与 wn, 五 素 ， 

反之 , 凡 与 mmm; 互 素 之 4 有 

d WH rnod pm) Crm) = Cx) = 1. 
(3) 

这 是 因为 由 2 的 定理 4 知 有 有 x 和 x; 全 a 三 msx, 十 
mxtmod mm Pi 只 需 证 明 当 《572 一 1 时 ， CT tt) ) 
三 (Tip 二 1， 刀 果 (nn) > 1, 刚 有 素数 gqg'9]z ,991s 而 
4 二 axl 十 wizaltmod im 由 此 推出 gas 与 tai 一 1 耶 
慎 ; 胡 (x ,m3) 一 上， 同 理 可 证 (zs ,4s:) 二 1, 

最 后 ,再 由 $2 的 定理 4 憩 mi 十 1Y: 中 任 两 个 对 模 数 nim， 
不 同 余 . 证 气 

由 定理 6, 立 得 

推论 。 车 Gymms) = 一] 则 Pr = pOn gms). 

定理 7 设 4 的 标准 分 解 有 二 站 2 py, 则 

] 
pa ”i 


l 
jC 一 
Fn 7 万 


证 ”由 定理 6 的 推论 得 
PD OO PR Pp), 
今 证 明 gp 二 疡 一 疡 -由 gn) 的 定义 知 ,gL7) 等 王 从 yp 减 去 
在 1."…*,p" 中 与 上 不 互 素 的 数 的 个 数 , 因为 户 是 素数 , 故 pp*) 等 
于 从 产 减 去 在 1,…,p" 中 被 p 整除 的 数 的 个 数 , 而 在 
lo pop Tres2pyrer sp lp 

中 , 易 知 户 的 倍数 共有 产 ! 个 , 即 得 pp) 二 pr -pr 1. 证 完 

关于 欧 拉 函数 g(x) 的 一 些 性 质 , 我 们 在 第 二 章 中 再 讨论 . 
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本 六 讨论 一 次 同 余 式 . 先 给 出 间 余 式 和 同 余 式 的 解 的 概念 . 


定 浆 设 Fry 一 站 于 CI 十 十 人 十 2 其 中 
nnoilitii 二 01 是 整数 ,又 设 庆 全 0, 山 
fr) Omod m) (1) 
叫 敌 模 数 m2 的 向 余 式 . 若 a 兰 0mod ze) , 赔 # 则 做 (1 的 次 数 . 如 
果 zc 满足 Faz 00tnod 到 ) 则 三 (mod 天 ) 叫 做 同 余 式 51) 
的 解 .不同 的 解 是 指 扎 不同 余 的 蟹 . 
要 求 同 余 式 (1) 的 解 ,只 要 逐个 把 0,1，… 闫 一 1 代 人 51) 中 
进行 验算 总 可 以 决定 .但 当 束 大 时 ,计算 量 往往 太 大 . 
例 1 用 验算 的 方法 知 同 余 式 
T2777 + ?727r7 二 + 3 和 = Omod 了) 
仅 有 解 ”x*w 志 1,5,6(mod 7)， 
例 2 同 余 式 
入 一 1 兰 0fmod 16) 
有 8 个 解 :x 三 1,3.5,7,9,11.13.15(mod 16). 
例 3 间 余 式 
1 中 3 夺 0mod 5) 
没有 和 解 . 
顺便 指出 , 设 超 宇 2,F(z ,Tx) 是 一 个 上 个 元 的 整 系数 多 项 
式 , 间 余 式 
Fr Ti) Omod pr) C2) 
的 解 x 二 a(tmod so) 三 QCmod mm) ,原则 上 也 可 以 用 验算 
的 方法 求 出 ,但 更 复杂 . 这 时 , (2) 的 两 个 解 (al ar) C6) 
被 贡 做 不 同 的 解 , 则 至 少 有 -一 Jj( 志 ] 所 让 全 4 关 (mod m). 
例 4 同 余 式 
十 1 三 0(mod 5),p 为 素数 . (3) 
设 AN 表示 同 余 式 (3) 解 的 个 数 , 则 有 NN; = 二 2,N, 二 3,N; 二 5， 
NN; 二 3, 等 等. 在 后 面 的 有 关 章 节 中 ,我 们 将 看 到 , 求 同 余 式 (2) 的 
解 的 个 数 , 是 数论 研究 中 的 重要 内 容 . 
下 面 四 个 定理 完全 解决 了 一 元 一 次 同 余 式 的 解 的 问题 . 
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定理 1 设 faym) 二 191 说 人, 则 | 同 要 式 
ar = {mod m) ‘4) 
怡 有 一 个 解 . 
证 内 为 1,2,…,m 组 成 一 组 模 数 mw 的 完全 剩余 系 , Ca om) 
二 1, 故 &24,… ,ma 也 组 成 模 数 wr 的 :组 完全 剩余 系 , 故 其 中 恰 
有 一 个 数 区 为 4 疡 适 台 ca 一 8moeod ri) yz 二 imod zr) 就 是 (4 的 
惟一 解 . 证 完 
定理 1 并 没有 告诉 我 们 如 何 去 决 定 这 个 解 , 除 非 将 1 .2,… m1 
逐一 代 人 验算 .下 面 这 个 定理 .直接 给 出 了 解 . 
定理 2 在 定理 1 的 条 件 下 ,三 Ba fmod mr) 是 (以) 的 惟 


一 解 . 让 完 
证 ”由 3 的 定理 4, 和 直接 可 得 . 证 完 
定理 3 谍 tam) 二 drm 这 0, 同 余 式 

ur = himod m) Ci) 


有 和 解 的 充分 必要 条 件 是 4 :5. 
证 ”如 采 (5) 有 和 解 , 则 由 dia,q|mx, 推 唱 d 58. 和 如果 15, 则 因 


ia P| i 
‘dai 1 , 故 同 余 式 


二 了 (mod 也 
有 一 组 解 , 即 (5) 有 -组 解 . 证 完 
定理 4 设 tnm) 二 dy 六 0.d|5; 则 同 余 式 
dx = EMmod wr) CB) 


恰 有 辟 个 解 . 
证 ”由 22|& 和 定理 3 知 (6) 有 和 解 .如 有 整数 cc 适合 (6),r 也 适 
合同 余 式 


mnod 阁 


d d 
反之 ,如 < 适合 同 洒 式 67)， 也 适合 同 余 式 (6). 设 /适合 67), 出 (7》 
有 惟一 解 


) 7) 
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+ 污 t{mod )， 


即 全 体 整数 
了 了， 
对 模 数 m 来 说 , 恰 可 选 出 4 个 互 不 同 余 的 整数 


nt nm 
于 tT: i "my 


f+E' 让 二 0, 二 1, 十 2 


十 (人 一 1 至 


了 (8) 


这 是 因为 对 于 tt 十字， 设 二 gd 十 fr,10 志 7? 之 dd， 代入 得 i 十 


hk. 


了 =t 十 (gd 十 说 字 一 1 十 + 广 十 qm 二 十 + 守 (mod m). 


又 若 0 态 e 之 d， ‘0 fdtteT t+ 一 (mod 22) , 则 推出 


了 了 =“ 这 就 证 明了 (6) 的 任 一 和 解 怡 与 (8) 中 的 某 一 数 模 数 产 同 
余 , 而 (8) 中 的 4d 个 数 ， 又 模 数 x 两 两 互 不 同人 条 ， 邵 知 (6) 恰 有 


个 解 . 证 完 
一 般 地 ,我 们 有 
定理 设 下 之 ], 同 余 式 
1 十 -十 Ga 十 吉庆 有 mod mn) C9) 
有 和 解 的 充分 和 必要 条 件 是 
fei 《1D1) 


藻 条 件 (10) 满足 , 则 (9) 的 解数 为 (alse a4). 
证 ”由 定理 3 和 和 定理 4 知 此 对 大 = 1 为 真 . 现 用 归纳 法 来 证 
有 明 . 庶 人 lo 二 dd = A We} = dd, 
由 定理 4 知 
er 十 下 三 人 mod ec) 《ET》 
有 < 个 解 


Xitmod dy, 三 /十 全 (mod dl, Ds 
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Xx 二 了 十 cd 一 1 tmod di), 
故 对 模 数 m 来 说 及 个 解 ， 


i 


Ts = mod jx EL dmod 各) 


xs 二 上 十 加 (了 一 17C0med 137 3 ， 


本 旺 吾 本 昌国 


xX, 法 4 十 a 一 1 {mod mp1) mv， 


we 十 a 一 1} 十 di — 1} (mod m3. 


dd 
对 (112 的 一 个 解 rs, 设 


dr 二 加 
Te 三 二 如 
由 归纳 法 假定 ， 


et 二 rbd Omod mm) 
的 解数 为 


me en) = Mme, 


故 (9) 的 解数 为 


_ mm _ 
md dO 


A ， 还 


直 
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前 一 节 己 经 看 到 同 余 式 解 的 个 数 是 很 不 规则 的 ,但 是 对 素数 
为 模 数 的 同 余 式 , 雪 有 下 面 的 拉 格 朗 日 (Lagrange) 定理 . 
定理 1 设 记 是 一 个 素数 ， 
fr 二 a 


n> Oa, EE Omod p), 
是 一 个 整 系 数 多 项 式 . 则 局 余 式 
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f(r) Omod p) 《了 1) 

最 名 有 个 解 . 

证 “我们 对 f(x) 的 次 数 有 进行 归纳 . 当 = 二 1 时, 设 一 次 同 
余 式 为 

a 二 ao Omod ppha. 
因为 ptal, 故 怡 有 一 解 . 现在 ,假设 定理 对 次 数 为 n 一 1tn 之 2) 的 
同 余 式 真 , 现 在 我 们 来 证 明 (1) 最 多 有 个 解 . 当 n 写 b 时 结论 显 
然 成 并 ,i 故 可 设 # 筷 p 一 1, 用 反 证 法 ,假设 同 余 式 (1) 有 zz 十 1 
个 解 
TD Tmod pO TI 

我 们 将 导致 一 个 矛盾 . 因为 


Fr 一 fx) = Daitr' — AH) = (2 ~ rg(T), 
| 


这 里 glx} 是 首 项 系数 为 a 的 一 1 次 整 系数 多 项 式 ,因此 有 
Fr) 一 Froy = Cr — rgr) 0mod 户 )， 

但 如 让 主 0,， Xi 一 Xo 关 0(mod pp), 故 n 一 1 次 同 余 式 s(x) 
三 0(mod p) 有 + 个 解 , 与 归纳 假设 巴 盾 . 证 完 

应 用 拉 格 朗 日 定理 可 得 下 面 的 结果 . 

定理 2 设 同 余 式 

Fr a 二 二 or 二 ds Omod p) 

的 解 的 个 数 大 于 nn, 这 里 户 是 素数 ,a, 是 整数 (一 0.1,… ,27, 则 
plati = 0, ,0n). 

证 ”如果 有 基 些 系数 不 被 整除 , 设 这 些 系数 的 是 慰 最 大 的 
为 站 , 则 记 筷 nn. 记 次 同 余 式 


der a 十 ar 二 Omod p}, pha, 
的 解 的 个 数 太 于 *, 与 定理 1 下 盾 . 证 完 


定理 3 对 于 任 给 素数 p, 多 项 式 
一 (一 1 一 2 一 六 十 1 一 2 十 1 
的 所 有 系数 被 p 整除 ， 
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证 设 gfzy 一 (他 一 1 人 一 2 一声 十 1) 刚 1 ， 
户 一 1 是 同 余 式 
gr) 0mod p) 
的 户 一 1 个 解 ,由 费 马 小 定理 ,1,…+,p 一 1 也 是 同 余 式 
ACr) = xr"! 1 0mod p) 
的 户 一 1 个 解 , 故 同 余 式 
Fry 一 点 (rmod p) 
有 -1 个 和解 ,而 /f(x) 是 一 2 次 的 多 项 式 , 由 定理 2 知 , 其 所 有 
系数 锌 pp 整除 . 证 完 
注意 到 定理 3 中 f(x) 的 常数 项 是 (一 1)* "(pp 一 1 站 十 1, 因 
此 这 里 又 一 次 证 明了 感 尔 进 定 理 . 
定理 4 设 素数 疡 盖 3, 则 有 


SPD 


k == Nmeod py). 


证 设 
人 人 
3 
人 1 1 C2) 
其 中 ,二 1,… ;pp 2) 是 整数 ,已 
Ca pe 1)1 
RR 1 * | 
由 定理 3 知 :p|s,0 一 1 一 2): 在 (2)7 中 令 工 一 疡 , 由 于 吕 ( 声 ) 
一 (人 一 1 上 炭 人 2) 给 出 
六 一 一 (3) 
因为 p 计 3, 对 (3) 取 模 数 ,得 
psn-s: = (mod p'), 
故 3 三 DCnlod 疡 *). 证 完 
定理 4 就 二 著名 的 Wolstenholme 定理 ,; 它 订 等 从 地 手 述 


为 : 设 妹 数 记 守 3， 以 二 表 整 数 s 和 使 ;3:5' 三 10mod 请 )， 出 


一 7 


LY 2 一- 
站 一 上 
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La 
> 二 vmod p°). 


上 


836 和 孙子 剩余 定理 及 其 应 用 举例 


本 节 解 一 次 同 余 式 组 
= {mod m), rE,mod my) rr, 三 (mod zk) 
C1) 
在 我 国 古代 & 朱 子 算 经 》 里 已 经 提出 了 这 种 形式 的 问题 .并且 
很 好 地 解决 了 它 .¢ 隐 子 算 经 》 里 所 提出 的 问题 之 一 如 下 : 
“ 今 有 物 不 知 其 数 , 三 三 数 之 莘 二 ,五 五 数 之 剩 太 ,七 七 数 之 剩 
二 , 问 物 几何 ?” 这 就 是 求 一 次 同 余 式 组 ， 
Tmnod 3), T= 3mod 5), rE ?mod 7) 
的 公 解 x. 
把 孙子 上 所 用 算法 推广 就 成 为 定理 1. 
定理 工 孙 子 剩余 定理 ) 设 ms 是 有 个 两 两 互 素 的 
正 整 数 , 壮 三 天 0 有 二 一, 则 同 余 式 组 51)7 有 
惟一 解 
Te MM MMB, 二 MMb, {mod m), 《2 
其 中 
MM, lmod mI) = 1 ,8k), 
证 ”由 于 (mi 二 11,f 关 j, 即 得 CM .mm) = 二 1, 由 $4 的 定 
理 ] 知 对 每 一 好 ,有 一 M; 存在 使 得 好 MM 二 1(mod m,). 另 一 方 
面 ; 由 到 二 rr2M ,因此 到 | 六 了 大 


> MM,b, = MMb Sb (mod ml = ly ,gk, 
;=1 
即 (22 为 (1) 的 解 . 
若 xzs 是 适合 C1) 式 的 任意 两 个 整数 , 则 


1 ] xmodg mee -一 1 :上 
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因为 (pp 一 1 去 凡 于 是 心 三 -amod 2); 艺 (1) 仅 有 和 解 (2). 
证 完 
定理 2 一 次 同 余 式 组 
T= (mod my, bmod m,) (3) 
可 解 的 充分 必要 条 件 是 (zz 上 一 咏 , 且 当 (53) 可 解 时 对 模 数 
Lo ms] 有 惟一 解 ， 
证 ” 设 (3) 有 人 双 解 :oms) 二 ff; 则 有 
Zz, = mod d) ro = by(mod d), 
两 式 相 减 即 得 4 12, 一 六. 
反之 ,车 (rmt 一声 ; 则 因 过 三 H(mod tm) 的 解 可 写 为 
XX 二 如 十 zy 人 代 人 人 人工 三 训 (mod mr,) 得 


my = bs — bmod ms). (4) 
因为 Cr) 二 da |5, 一 如 : 故 (4) 有 解 , 设 为 yn， 是 对 模 数 于 有 
惟一 解 y 三 ytmod 学 ), 即 
y= 0 


a 
玻 (3) 的 全 部 解 为 


X= 如 十 yo 二 =0, 土 1, 圭 2.…) 
这 些 解 对 模 数 [wm] 来 讲 都 是 同 余 的 , 故 (3) 的 解 对 模 数 
[zz ] 惟一 . 证 完 


对 于 一 次 同 余 式 组 

=P mod mr bmod pr} sn ,Tt bmMmod mm) 
上 六 3 的 情形 ,可 先 解 前 面 两 个 得 x3 二 如 (mod Era,mz])， 再 与 
xz 三 Cmod mi) 联 立 解 出 + 三 太 (mod [mm 如 此 继 绥 下 
去 ,最 后 可 得 惟一 和 解 x 三 如 (mod [mA4j). 如 果 中 间 有 一 步 
出 现 无 解 , 则 同 余 式 组 无 解 . 

孙子 剩余 定理 是 初等 数论 中 重要 定理 之 一 ,下 面 党 一 个 应 用 
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孙子 剩余 定理 的 简单 例子 . 另 一 个 应 用 直子 剩余 定理 的 例子 在 


$ 8 中 介绍 
定理 3 车 mm "10 是 上 个 两 风电 素 的 正 整 数 ， 


nr 一 7 册 同 余 式 


Fr = Omod mm) C9) 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 同 余 式 
fOr)y EOCmod mm = lek) C6) 


的 每 一 个 有 解 . 并 且 , 若 用 了 ,表示 tx) 三 0Cmod zm,) 的 解数 , 荆 表 
示 (5) 的 解数 , 则 了 一 了 了 2 

证 “” 设 zx 是 适合 (5) 的 整数 , 则 由 fxs) 三 9Clmed m)， 可 得 
Fr 三 Omod mm) 二 lk)， 反之、 亲 工 适合 (x) 
三 0Cmod mC 二 2. 中), 因为] 演 7 之 7 和 直 时 1) 二 1， 
由 和 孙子 剩余 定理 有 惟 … 的 避 0 迄 这 所 ,适合 三 (mod np) 
(= eng) HA) Ef) Omod pd} 一 1 下); 鼓 
fxn) 三 0(mod m). 这 就 证 明了 同 余 式 (5， 有 和解 的 充分 必要 条 件 
是 同 余 式 组 (6) 的 每 一 个 有 解 . 

现 设 {xz) 三 0tmod sw,) 的 了 7 个 不 同 的 解 是 
TIE (mod m0 Eu Time = Te = lk), 
对 其 中 任 一 组 Ga wo ,… sz.) ,由 孙子 剩余 定理 可 得 人 惟一 的 之， 
0 所 工 之 吉 ; 是 (5) 的 解 , 且 不 同 的 组 ,得 到 的 (5) 的 解 工 也 不 阿 , 故 
有 i 之 一 1717), 是 
(5) 的 了 个 解 , 则 对 某所 7 各 了 (rw wokx)w) 是 某 -组 
C1. 是 不 同 的 ,帮工 
过 T+: 这 就 证 明了 了 二 了 Te 了 证 完 

例 ” 解 同 余 式 6x 十 27x? 十 17x 十 20 二 0mod 30). 

解 ” 设 fr) = 二 67 十 27x? 十 17x 十 20, 由 定理 3 知 解 同 余 
式 zl) 志 0Cmod 30) 可 先 分 别 解 以 下 两 同 余 式 ， 

f(r) = Omod 5) f(x) a (mod 6). 


$7 模 数 是 素数 震 的 同 余 式 45 


容易 验证 第 一 个 同 余 式 有 解 

0] ?tmod 5)， 
第 二 个 间 余 式 有 解 

T= 2.5(Cmod 6). 
由 孙子 剩余 定理 , 当 (5 ,5) 取 (50,2) 00,5), 51.2),(1.5),，(2,2)， 
(2,5) 时 ,得 到 f(x) 寺 0C(mod 30) 的 6 个 解 

r= 68, + 256, 

王 2.5,11,17,20,26(mod 30). 
我 们 已 经 憩 道 m1 时，m 可 写成 标准 分 解 式 

二 pip2pr, 由 定理 3 知 , 窜 解 /Cr) 三 0(mod m) ,只 需 解 同 余 
式 组 (x) 一 DCmod pr 二 12 点 ). 下 一 节 , 就 来 讨论 模 数 为 
素数 医 的 同 余 式 . 


3 7 模 数 是 素数 宕 的 同 余 式 


本 节 讨 论 槛 数 是 素数 震 的 同 余 式 
FO = a 二 二 ar + a 二 Omod 产 )， C1) 
天 和 和， pha,, 
其 中 必 是 隶 数 ,a 之 1， 
显然 , 运 合 41) 的 每 一 个 整数 都 适合 同 八 式 
Tr) dmod p}. (2) 
伍 反 过 来 木 一 定 成 立 ,例如 2 是 如 一 1 二 0Cmod 11) 的 解 ,但 不 是 
zz 一 1 二 00mod 11) 的 解 , 因 此 (1) 的 解 可 在 (2) 的 解 中 去 找 . 如 
(2) 无 解 , 自 然 人 1) 也 无 解 ， 
如 何 由 (2) 的 解 来 找 (1) 的 解 呢 ?我们 有 
定理 1 设 x 三 Qnmod p}, 即 
工 二 9 半 pi 一 01 土 1; 圭 2.) (3) 


是 (2) 的 一 个 解 , 且 pt 六 tr;) ,这 里 六 (x) 一 iar"! 表示 f(x) 


t= ] 
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的 导 函 数 ; 则 (3) 恰好 给 出 41) 的 一 个 解 了 三 zx,(mod pgp", 即 
一 Xo 十 pp 一 0, 十 1, 士 2 

其 中 x 汪 x (mod 疡 )， 

证 ”我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 4 二 1 时 ,定理 显然 成 立 . 
现 假定 定理 对 a 一 1(o 这 2) 成立 , 即 (3) 怡 好 给 出 

fr) omod p” !') 
一 个 解 
T= 十 1; 十 2.)， 
其 中 zi sfmod pp 把 区 = 二 十 Pt_i1 代 A 入 )， 由 
2a 一 2 兰 a* 可 得 
Fre pr f(r) = 0(mod 户 )》， 

得了 (x 1) 二 0mod pp 站), 因此 


tf = TS mod p). 
由 + 三 xi{mod pp}), 即 得 
tf {ry 三 一 A od py), 
pp" 
由 于 (F 产 (Cryp) 二 1; 奢 上 式 怡 有 一 和 解 
it 一 六) 十 Pit 一 0 十 1,…)， 


这 就 得 到 了 (1) 的 解 
I rp it pris) 
= Tp 0, 二 1) 

令 To 十 mt 一 ze 即 芝 反 zoomod pz) 是 中) 的 一 个 解 , 且 
Xs = ifmod p), 证 完 

由 这 个 定理 可 得 以 下 推论 . 

推论 ”证 fx) 三 0tmod pp) 和 产 (r) 寺 0imod pp) 无 公 解 ， 
则 同 余 式 jx) 二 0Cmod p")} 和 同 余 式 .六 zz) 寺 0C(mod 户 ) 的 解数 
相同 . 

定理 的 证 明 是 攀 闭 性 的 , 它 提 供 了 一 个 由 2) 的 解 求 (1) 的 解 
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的 方法 . 现 举 一 例 来 说 明 . 
例 求 同 余 式 f(z) 
的 解 ， 
解 Frz) 三 00mod 3 人 fr 一 0fnod 3) 无 公 解 ,f(x) 
三 dtmod 3) 有 惟 -- 解 区 寺 0tmod 3 了 区 工 一 下 术 A f(r) 
= 0ltmod 9) 得 
FO) + 3 7 (00) = omod 9)， 
(0) 圭 3(mod 9), 六 (0) 三 5(mod 9)，, 砚 
3 + 6 = Omod 9), 
1 二 21 二 Omod 37， 
ti = 1mod 3)， 
因此 六 一 1 十 3tzz 一 3 十 9 是 .xz)s0mod9) 的 惟一 解 .将 
工 二 3 十 9 代入 (7r) 三 0tmod 27) 得 
(3) + sf (3) = (mod 27). 
但 853) 关 0Cmod 27),(3) = 8Cmod 27), 故 
3。 9 = Omod 27), 
Bi; = 0(mod 3), 
ts = Omod 3),， 
设 扣 一 3 一 3 十 2717=30mod 27) 是 jr) 寺 0(lmod 27) 的 
惟一 解 ， 
设 背 全 2,7{xim* yi) 是 一 个 元 的 整 系数 多 项 式 , 对 于 同 余 


(mod 27) 


| 


| 


亩 


式 
Fr Domod 疡 ) (4) 
和 辣 余 式 
Fri i) = 0(mod p) (3) 
的 解 , 这 里 p 是 素数 ,a 六 1, 我 们 能 够 得 到 类 似 于 定理 1 的 结果 
定理 2 设 轩 二 (ar, ,di') 是 (5) 的 一 个 解 ,县 至 少 存 在 


一 个 六 1 之 j 世 如 使 半 (a ,sab 四) 天 0(mod p), 这 里 共 表示 
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Fr 对 二 的 仿 导 函数 , 则 互 恰好 给 出 (4) 的 一 个 解 
和 .一 (esej) ,县 满 足下 ,二 于 <Cmod 记 5 即 X 和 天。 的 对 应 分 
量 满足 a 二 emod 户 )， = 1) 


定理 2 的 证 明 可 参看 , 孙 琦 , 关 十 同 余 式 > ar 三 b(mod p') 
>” | 
的 解 的 个 数 . 数学 研究 与 评论 ,1995(4),599 … 601. 


S 和 蓉 数 的 剩余 表 趟 


同 余 理论 在 计算 机 技术 中 有 许多 应 用 ,本 节 将 要 介绍 整数 的 
剩余 表示 ,就 是 占用 之 一 . 

定 关 设计 ) 二 1 人 0 过 7? 之] 入 此， 
一 个 整数 > 对 于 模 数 mw,,…,m 的 剩余 表示 是 指 序 列 ((2)。， 
CT : 记 作 x Cr 

例 1 训 芭 二 2.1m 一 3y2923 二 5,; 则 22 的 剩余 表示 为 {0,1， 
2), 

显然 ,一 个 数 的 剩余 表示 是 惟一 的 .但 是 , 反 过 来 不 真 , 就 是 说 
可 以 有 许多 数 具 有 同 . -个 剩余 表示 . 

例 2 设 刀 一 2 二 30 二 5 则 所 有 形 旭 3 十 22 的 整 
数 , 其 剩余 表示 均 为 60.1,2)- 

定理 1 设 和 全 0 一 1 人 < 
两 个 整数 7,z 对 于 模 数 产 ……:2a 的 剩余 表示 相同 的 充分 必要 条 
忻 是 二 fmod 邮 ) ,这 里 于 二 pp， 

证 设 xX 和 对 丁 檬 数 芭 ,，… ,mm 的 剩余 表 水 分 着 为 

CTI TD 


| | ot 
Ca Py ds pe 


其 中 


$8 整数 的 利 余 : 圾 冰 4 


人 


一 1 
如 果 人 rz) 二 《x7 二] 契 ), 则 
pz | 全 一 之 
破 邮 | 地 一 到 
反之 , 设 避 | 一 ,因为 x 一 一 Cx 十 Qi 0 CO 
(由 此 推出 
《T3m = TD = lk). 让 和 完 
如 果 我 们 限定 0 过世 于 二 Wm; 那么 ,不 加 的 整数 x 对 于 
模 数 如 ,… ,ms 的 剩余 表示 ,也 是 不 同 的 . 
例 3 取 m = 二 2,ms 二 3.ms 二 5, 则 0 到 29 的 剩余 表示 为 


我 们 看 


O00,0), 
2e*(0 ,2,.2), 
14r(0,1 ,4), 
站 < 人 全] 
8 人 ,37)， 
lO0mt0,.] ,0), 
上 2 (0,0,2), 
ld (O02,4), 
16mr (0,1,1), 
1809r (0.0,3), 
20 0,2,0),， 
22*+* (0,1.2), 
24++(0,0,4), 
2 {0.2.1), 
28+r (0 ,1,3), 


ltl,] ,1), 
3 3), 
5 (1 ,2,0), 
7*+* (1,1,2), 
er (1 .0,4), 
ile=(1,2.1), 
13<* (1 ,1:3), 
15<e {10,0), 
174 (22), 
]9<《1 1 47) 
21*= (1,0.1), 
23*r (1,2,3), 
254+t1,1.,0), 
27< 1] 0 2), 
2 {1,241， 
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定 湾 ”证 六 0p 祝 0p) 二 0 莹 1 之 1 寺 肯 ， 
MM 二 m0 和 了 之 了 , 此 时 整数 之 对 于 模 数 r,,… ,ms 的 剩余 
表示 (zzyw) 也 叫做 工 的 模 数 系数 记 数 法 . 

如 果 知 道 了 整数 zx 的 模 数 系数 记 数 靶 (47) zym) 那么 
用 孙子 剩余 定理 便 知 可 惟一 定 出 .因此 ,有 

定理 2 设 乙 = 10,1,"…,! 一 1} 表示 的 最 小 非 负 剩余 组 成 
的 集 , 设 rr 计 000 By 祈 0 Cm) 二 0 各 1 之] 和 0 并 之 
m4， 则 集 

SS = {zi 所 Wi 


向 | > 人 乱 Zn ol 一 1 

之 同 存 在 一 一 对 应 . 

关于 整数 的 剩余 表示 ,还 有 以 下 两 个 重要 性 质 ， 

定理 3 没 zr 和 »Y 的 剩余 表示 分 别 为 Cz), "(Tm ) 和 
Co ，…,《y)w), 则 有 

人 人士? 的 剩余 表示 为 Co 诗人 yo 了 nm 
Crh 4 C9) ). 

加 (x ov 的 剩余 表示 为 《yo 人 ty 


《za 《yy ?am ) 
证 ”在 第 一 章 $1 中, 我们 证 明了 tz 十 xy) = 二 (<x? 土 (y))， 
(Xxy) 一 (txyty)), 便 知 定理 3 成 立 . 证 完 
显然 有 


推论 如果 0 夺 < 研 人 ,0 三 攻 0 和 XY 之 ,0 守土 
3 所 模 , 则 在 定理 3 中 把 整数 的 剩余 表示 换 成 整数 的 模 数 系数 记 数 
法 , 则 结论 仍然 成 立 . 
例 4 对 于 模 数 4,3,5,11， 
t= 1020(2,0,2.3), 
yy 一 211r>(3, 1,2)， 


$9 这 步 潮 恋 厚 刚 sl 


出 ] 
102 (2,.0,2,3) 
十 211 [3.1,1,2) 
《人 全 一 由] 与 < 1 .| :3 2) 
例 5 对 于 模 数 4,3,5.,1]. 
oo 25cr{],] ,0,3) 
y= 21er(l,0,1,.10) 
25 
XX zl 
25 (C11,0.3 } 
_ 50 (1,0;1.10)》 


《525y 2 5254w (1.0.0,8 ) 

外 定型 3 可知 ,这 里 乘法 和 加 法 无 需 进 位 ,特别 是 蔷 法 万 需 进 

位 ,这 在 计算 机 的 制造 和 使 用 上 ,将 带 来 很 大 的 方便 . 特别 是 ,用 模 

数 系数 记 数 法 ,Zw 中 的 数 对 模 数 好 的 运算 ,可 以 分 别 通过 2 中 
的 数 对 模 数 mr,C7 二 1 ,…,) 的 运算 来 完成 . 


3 9 逐步 淘汰 原则 


在 数论 中 ,常常 遇 到 -- 些 计数 的 问题 ,这些 计 数 问 题 归 结 到 计 
算 有 限 集 SS 中 不 属于 某 些 指定 子 集 的 元 素 的 个 数 . 例如 , 求 1000 
中 不 能 被 4 也 不 能 被 5 整除 的 整数 的 个 数 . 设 5 三 11,2，……， 
1000), 、 1000 sm 


二 1204,1 二 不 扫 号 交 ), 则 所 求 个 数 = S| 一 15:| 一 1S:| 十 
[SS;,| = 1000 一 ,50 一 200 十 50 二 6007. 这 里 记号 |A4| 表 集 有 4 
中 元 素 的 个 数 ,5, 门 5S, 简 记 为 SS 

一 般 地 , 设 S1,…,S, 是 S 的 x 个 子 集 , 了 是 S 的 一 个 子 集 ,S\T 


表示 S 中 不 在 了 中 元 素 的 集 , 故 S\ US, 表示 $ 中 所 有 不 属于 5，， 
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S, 中 任 一 个 的 元 素 的 集 . 我 们 有 
定理 1 逐步 淘汰 原则 )” 设 S,,…,S, 是 有 限 集 S 的 给 定 的 ” 
个 子 集 , 则 有 
IS\US | =15)— DISI+ 2 1353， 


一 2D, 15,S,57| 十 和 十 (一 1743SS (1) 


De Te 二 s 


证 ”我 们 用 归纳 法 来 证 明 (1) 起 . (1) 中 二 2 时 ,显然 有 
|S Si Us，| 一 1S | 1S, | | 十 SSs1|. 现 设 nn 二 rr 一 1 时 
(1 成 立 , 来 证 # 二 + 时 ,(1) 也 成 立 . 

出 于 

SN Us， = (5\ Us,) Us US,)s, 
一 (SN US,) USA US,S.), 
以 及 集 S\ Us. 和 和 集 9 US,S ; 没有 公共 元 素 , 故 得 


IS\ US = IS\ US + IS\ US,S,. 
即 
SNUs1= SNUS 一 1SNUSS. 
由 归纳 假设 , 故 
SS SI 2 Si+ 2 SS, 
二 (一 1Y |S sl — CS,| 和 之 [3,5, | 
+ 2 [5,S,S,| 一 人 十 (一 Dl SiS, ,1S, |) 
= 1S| 一 5S 1S, 1 十 之 ， [SS,| 一 十 《一 14137133,|， 
这 就 证 明了 (1) 在 1 一 二 ;时 也 成 立 ， 证 完 


作为 逐步 淘 尖 原则 应 用 的 -个 例子 ,我 们 再 次 给 出 fn) 的 


作 坏 ， 
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例 设 n 二 plewpsypir' ps 本 公国 各 
PNA) 一 天 TT 1 一 一 


设 S = {11,2} 5, 一 i 坟 7 夫 生 因为 当 
4 


din 时 ,S 中 有 地 个 4 的 倍数 , 故 


S| ,SS = Si, | 一 一 一 一 
| 产 ， :| pp, | | pumps 
由 定理 1 可 得 
上 
ny = | Us 
| … 有 好 72 
一 站 一 全 ) 志 十 一 (— 1)* — 
" 之 bp' 2, Pp, + Pp 
-本 1 | 
一 地 1 — | 
1 


下 面 ,应 用 定理 1 来 计算 模 数 的 缩 系 中 属于 某 个 给 定 的 模 
数 d 的 剩余 类 中 的 数 的 个 数 .这 里 din. 我 们 有 
定理 2 给 定 整数 呈 > 1:d 0 和 这 里 名 | 靖 , 阳 (ed 一 1， 
则 集 
S= {r+ d= 1 


A 


中 与 所 素 的 数 的 个 数 是 约 2 

证 ”因为 人 rd) 一 1, 故 素数 关闭 适合 Pin, 及 对 菜 个 7 十 
过世 SS 有 十 纪 , 则 站 ed. 困 此 , 设 ez 是 满足 上 述 条 件 的 
所 有 素数 , 则 户 He 7 一 1 orz4y 且 设 n 一 p…pm: 人 中 与 有 瑟 素 的 
数 是 那些 不 为 p,,…,p 中 任 一 个 所 整除 的 数 . 设 

Si 一 rEeESplrl, t= l,m 
因为 p,td,- 故 恰 有 惟一 的 timod p,) 满足 
”二 id = 0mod p,), 

故 在 以 下 每 -个 区 间 
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|] ;p, |， Lp, 十 1,2p,|]; ii | | Co 12)p, 十 1 up, | 
内 惟有 一 个 上 满足 > 十 tid 三 0(mod p,), 这 里 gp, = 要 ,于 是 有 


5. = Fp 1 1， "Tats 
S| = x ,SS | 一 再 | 
| | dp,p, | 1 dp pp 
故 
| 1 
-|[li 一 二 | 
" 1 | PP Pn) 
IsS\ US = 二 Ta- = = -一 一 = . 
1 a pm p dlll1— 3| pd ) 
Fle : 


3 10 ”Wolstenholme 定理 的 推广 


本 章 35 节 的 Wolstenholme 定理 ,有 和 多 种 推广 . 本 节 给 出 乔 
拉 在 1934 年 证 明 的 Wolstenhoime 定理 的 一 种 推广 . 我 们 有 
定理 设 站 人 142:6) = 二 1, 则 
> 2 = 0(mod nH ),， (1) 


到 一 于 
[ 


这 里 -> 表 整 数 m' ,满足 mm 三 1(mod #7), 
证 明 这 个 定理 之 前 , 先 证 两 个 简单 的 引 理 . 
引 理 1 对 于 正 蔓 数 # 放 1,1 入 训 三 nH,m%m) 二 1, 有 
二 fn 一 mn nn CO) mod npn:) 【2 ) 


CH RO nm mod ny), 《3)》 
证 ”由 定 儿 ,分 别 有 

mm {mod n:), (4) 

《 一 PCO) ln ), C5 

mn mm 一 9) lmod ni). 《6) 
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一 


于 是 由 (4) 和 (5}), 得 


mn pm tn Cm pn Rn Oo 0 ) Cmod ni). 
(C7) 
肯 由 7) 和 (zta 一天) 一 11; 可 得 
Can 一 Mm))' mn Oo (mod rn ), (8) 
击 (4) 和 (5) 可 得 
nn tn mm) nn (mod 和 C0) 
再 由 (58) 和 (C9) 便 知 (2) 式 成 立 . 
同样 的 方法 可 证 (3) 式 成 立 . 证 完 
引 理 2 设 ?>1,ta:6) 二 1. 则 存在 一 个 整数 a,(a,n) 二 1， 
且 对 x 所 有 的 素 因 子 疡 , 均 有 
a FE lmod p). C10) 


证 ” 设 n = 二 pur 是 nn 的 标准 分 解 式 ,pPi,**"* ,Pp 起 ;个 不 同 
的 素数 ,由 于 Cx,6) 二 1, 可 取 整 数 5,1 三 之 pp 一 1 二 1 mts. 


由 孙子 剩余 定理 ,存在 整数 a, 满足 
d= bmod 六 Da btmod pod yd Ep(tmod p.), 
定理 的 证 明 ， 
首先 证 明 (《1》 式 与 
SY 一 =00modz) (11) 
A mtn 一 更 ) 
【me 
等 价 ,这 里 二 表示 整数 (m(n 一 加)) 满足 
mn nmtn oo mm = 1mod za)， 


设 () 式 成 立 , 则 有 
<“ 1] 入 1 , 
>, 市 十 之 二 OCrmod n:). 


上 由 一 1】 
fmisoy 一 】 tim,n}=1 


再 由 (2) 式 , 可 得 


二 一 一 一 


hn nH 
0 尘 > 1 > 一 尖 -CImod my ， 
MH 1 一 Hi ~ mtn) 
一 | me 一 上 kr 一 ]】 
1 一 1 fm .311 = | rnesal 一 | 


故 知 人 (11) 式 成 立 . 
反之 , 设 人 1 式 成 立 , 则 有 


i - , 
之 mn my Otmoad nn"), 
[| 
上 式 给 出 
— 4 1 | " 1 + 1 ， 
= 这 m+ 2 7 六 (mod 1 ), 
‘mn dm! ‘mn}= 1 tm ont=1 
大 (1) 起 成 立 . 
由 3) 趟 知 
1 下 1 加 nm nn , 
之 Ditn — nr) t 之 ， mi 2 min 一 mi mod 1 
‘mend! tm an} = 1 fi 一 1 


1 二 
> mn mt 之 = 0(mod n). 


mm 二] 一 1】 
gansuy=1 Ya Rh) | 
冉 此 ,如 果 能 够 证 明 
~ 0(modn) (12) 
=| Fr 
Twin 1 


碾 立 ; 则 可 推出 1 式 成 立 . 
由 于 x16) 一 1 人 1 则 出 引 理 2 知 存在 整数 ,fayay 二 1， 
且 对 呈 的 任 一 素 因 子 疡 均 有 < 关 1lmod pp), 于 是 有 
一 1 1 
> me 人 > ， modq 天 ) ， 


mm =1] mm = 
《四 :1 一 Tar 一 1 


即 有 


Pri 


2 > 训 = > (mod n), 
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多 nm” 1 _ 
(a 一 1) 和 2 7 OCmod a). 
因为 ti 一 111) 二 1 故人 (11) 式 成 立 , 基 (1) 式 成 立 . 证 完 
最 近 , 孙 琦 和 湛 绍 方 用 p-adic 数 的 性 质 , 进 -- 步 证 明了 如 下 的 
结果 : 


设 整 数 v 这 0, 之 1, 如 果 # 的 第 … 个 素 因 于 PP 之 2 纪 十 3， 
则 有 


久 分数 > = 二 的 分 子 被 整除 ， 


§ 11 覆盖 同 余 式 组 


易 基 ,每 一 个 整数 至 洗 满 足下 面 同 余 式 组 中 的 一 个 ; 

Tmod 2),.7 Vmod 3) ,7 二 1 (mod 4)， 

Ttmod Bx = 7mod 12)， £1) 
同 余 式 组 (1) 就 叫做 一 组 禾 瘟 同 余 式 组 . 一 般 地 ,我 们 有 以 下 

定 艾 。 如 果 每 一 个 整数 都 至 少 满 品 同 余 式 组 

二 a mod a rumod a} yt anod nr), 

1 后 < | 

中 的 一 个 ,那么 2) 就 叫做 一 组 覆盖 同 余 式 组 . 

利用 电子 计算 机 ,对 于 2 所 症 委 20, 已 经 证 明了 区 在 材 盖 同 余 
式 组 , 有 两 个 蘑 名 的 猜想 疝 末 证 明 :2 对 任 给 的 六 守 1, 都 存在 村 
盖 同 余 式 组 :人 设 训 一 可 .如果 (2) 是 一 组 费 盖 同 余 式 
组 , 则 有 2 | 六， 

爱 尔 希 特 曾 经 猜想 下 面 的 定理 成 立 ， 


S8 第 二 章 同 余 式 


定理 1 ”如果 (2) 是 一 组 覆盖 同 余 式 组 , 则 有 


沁 


> 二 > 1. (3) 
证 ” 设 和 N==n.ms; 如 果 (2) 是 一 组 覆盖 辕 余 式 组 ,及 设 1,2， 
NN 中 及 ,个 数 满足 


I=,(mod n,), 


即 
No— a, 
[+ 6 
其 中 [Lx] 表示 不 超过 实数 zx 的 最 大 整数 ， 
0， 过) 一 0， 
人 -1 (5) 
1， dQ 
由 (4 57 和 NN 一 #4 知 
N, 一 之 《7 一 工大 ). Cb 
由 (2) 是 一 组 徐 盖 辣 余 式 组 类 
由 
人 N -> N, 
=1 
邑 
*、1 
一 入 1, 7) 
n 


了 一 ] 1 


如 果 57) 中 等 号 成 立 , 则 推出 0,1,…,NN 一 1 中 每 一 个 整数 满足 
(2) 中 一 个 二 私 一 个 启 余 式 ， 此 时 Fn, 十 at -一 D, 工 一 ]， 
了 一 1 恰恰 出 了 0,1, Ar 一 1 诸 数 ,于 是 有 


i Nl 
1 十 十 如 十 下 十 z= >， 
rT 
设 工 是 一 个 复 变 量 , 上 式 给 出 
1— x” 1 一 交 
i (8) 


在 (8) 式 中 令 式 一 re 守 ,r < 之 1, 得 


$11 覆盖 同 余 式 组 $y 


31 21 
] ea a 
2m 一 | 十 机 十 a £9) 
= 一 | ] 一 rr 
] CO rew 1C— eA 


在 (9) 中 令 = 一 1,(9) 中 右 端 最 后 一 项 的 模 数 是 无 界 的 ,而 左 端 以 
及 石 端 的 其 余 诸 项 的 模 数 是 有 界 的 ,此 不 可 能 ,故人 7) 中 等 式 不 可 
能 ,这 就 证 明了 (3) 式 成 立 ， 证 完 

用 类 人 租 拘 方 尘 ,; 张 明志 证 朋 了 了 存在 一 个 于 生生 
< < 二 大 使 得 六 上 二 0(mod 1)( 参 见 , 张 明 志 . 窒 粹 下 


余 系 的 一 个 注 记 . 四 川 天 学 学 报 (特辑 ) ,1989). 

定义 。 设 同 余 式 组 

TIEulmod nr amod ny yr dmod ns}, 

] nk, 10) 
如 果 每 一 个 整数 满足 Ci0) 中 一 个 且 仪 一 个 同 余 式 , 那 么 (10) 就 叫 
懒 -… 组 不 相交 的 覆盖 同 祭 式 级. 

下 述 征 理 是 容易 证 明 的 ， 

定理 2 如果 (10) 是 一 组 不 相交 的 获 盖 同 余 式 组 , 则 有 

1 2 一 1; 

入 1 

写 ， 不 可 能 有 之 

证 设 #n 一 mAN,) 表示 1，*…，7# 中 适合 癌 余 式 
三 dltmod mn) 的 个 数 ,7 一 1，…,#. 则 有 

入 一 SN 一 3 一， 

这 就 证 明了 侣 ， 

相 蛙 tan 二 1 邮 坟 二 wtmod nr) XY 三 (mod n,) 有 公 解 ， 
与 所 设 不 台 . 这 就 证 明了 忆 . 

如 果 (10) 中 1 之 站 过 和 和 < 环 , 则 由 定理 1, 我们 有 
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>， 本 > 1, 此 与 旭 矛 盾 , 这 就 证 明了 仿 证 完 
1972 年 , 兹 拉 姆 在 研究 覆盖 同 余 式 组 的 过 程 中 , 曾 提 出 -一 个 
问题 .是否 对 每 一 个 整数 2 半 1: 都 存在 整数 了 人 >160 一 1 
使 得 对 每 一 个 站 mr 是 2 Ts 十] 的 真 因子 ?1982 年 ,种 
琦 解决 了 这 -问题 ,证 明了 宇 5 时 ; 北 拉 姆 问题 均 有 解 ,同时 还 
给 出 了 一 个 构造 性 的 证 明 . 

在 粮 盖 同 余 式 组 方面 , 孙 智 伟 做 了 许多 研究 工作 . 例如 ,加 强 
了 定理 1 中 的 结果 (Trans. Amer. Math. Soc. 348C1996)) ,推广 了 
张 明 志 的 结果 (Acta, Arlh. 72(1995)) ,等 等 . 


一 1 


第 二 章 习题 


1 计 S 呈 # 个 整数 组 成 的 代 , 证 明 : 存 在 某 个 的 非 空子 集 ,其 膏 元 的 和 
被 吕 束 只， 
2， 笃 出 整数 能 被 11 整除 的 判别 法 . 
3.， 证 明 : 苦 8 三 0fmod 2) ,ry 和 wr 声 是 模 数 的 任意 两 组 完 
全 剩余 系 , 则 四 十 各 :ae 十 点 不 是 模 束 的 完全 剩余 系 . 
4. 证 明 ; 若 是 率 数 , 则 对 任意 的 整数 ，…*, 友 , 均 有 
(nod py}, 
由 此 握 出 费 马 小 定理 , 进 调 推出 欧 拉 定理 
5， 和 证 朋 ; 若 开 * 二 二 0fmod ,吉事 i 十 x 三 mod ,这 里 上 是 膏 
素数 . 
8， 证 明 ; 巷 zm, 庆 0( 二 1 不) 1x 通过 模 数 mm, 的 企 一 完全 剩余 系 , 则 
了 | 十 而 十 pion 十 十 丙 | 现 7 
通过 异 数 man 的 一 组 完全 剩余 系 ， 
?7， 让 明 : 若 rz yxisan 人 夺 相 独立 地 通过 一 1.011 时 ， 
3 二 
表示 所 有 下 面 的 数 


nm] _ 
Hs Oll, HH=3: 1 


一 ] 
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并 莫 每 … 个 数 都 有 惟一 的 表示 法 . 由 此 说 明 应 用 *# 十 1 个 特制 的 奢 公 ,在 天 平 
上 可 以 量 出 1 到 五 (单位 :g) 的 任何 一 个 数 . 
3， 证 肯 ; 荐 吏 之 2,44 wadam 为 模 数 六 的 任 一 箔 系 , 则 


时 号 
> = Omod m), 
4 一 上 


“和 ， 求 出 人 一 1 十 1 一 于 的 全 部 正 整 数 解 于 导 ， 

10， 证 明 : 若 # 是 任意 整数 ,出 一 二 Dtmod 504)， 

11. 证 明 ; 如 果 有 三 个 不 同 的 整 点 it7,Y) ,和 通 合 户 |xy 一 这 虹 户 是 一 个 
素数 ,ptt), 且 在 一 条 直线 上 , 则 在 这 王 点 中 至 少 有 岗 个 点 ,其 纵 , 横 坐标 的 
苦 . 分 别 补 户 整除 . 

12， 证 明 ; 若 记 是 奇 康 数 ,出 

CD 1 pO 2) 1 + (mod Pp}: 

二 p11) (mod py}. 

"13， 证明: 车 户 是 一 个 素数 , 则 


二 Ww |=|[ 痉 | emod py 

名 Woda 

14， 证 明 : 对 任意 整数 i “十 于 2 十 > 是 一 个 整数 ， 

15. 求 出 最 小 的 止 整数 , 它 的 六 是 一 个 整数 的 平方 , 它 的 二 是 … 个 束 
数 的 三 次 方 \ 它 的 于 是 一 个 整数 的 五 次 方 . 

16. 求 出 二 二 3 的 一 组 覆盖 辐 余 式 给 . 

17?. 证 明 611 一 1 三 Qimod 71), 

18. 证 骨 : 若 nn 计 , 满 是 24|n 十 1 出 24|o0n), 

" 19， 证明 ; 若 雪 主人 澡 : 则 同 余 式 

Biv Oo Lx- 3 二 1 Oimod mm} 

有 和解 , 但 是 6xy 一 2x* 一 3y:| 1 二 0 没有 整数 解 ， 

20， 让 明 ; 对 于 枉 辣 的 2 计 ] ,存在 点 计 0, 使 同安 式 

4° = 1mord 27 ) 


解 的 个 数 太 于 上 
21， 证 上 明 ; 当 # 二 8.1 六 一 lv 0 1p 一 1 入 5 时， 
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xz 一 上 十 加 通过 产 的 一 个 完全 剩余 系 ， 
2. 求 下 列 同 余 式 的 解 : 
lllzx = 三 了 5Cmod 321):; 
2567 = 1791tnod 33773 
1215x = S60tmod 275357. 
求 联 立 同 休 式 
I 十 dy 29 二 0mod 1433 .24 — 9y 1 81 二 dimod 143} 


Ne i 纺 
“I 


人 
We 


bs 


的 解 ， 
24， 解 下 列 同 余 式 组 : 
(yy imod 7 了) 三: 3Cinod 537), 2 5¢mod gs 
‘3x mod 4) 52 三 2Cmod 7): 
SD dr nod 25) .37 = $mod ?0)) 
7 = Btmod 15) ,三 53fntod gr 13mod 25). 


25， 解 下 列 高 次 同 余 式 . 


人 ?r+ 19xrc 25 Omod 27): 

7 十 2r 十 2 二 Vimod 125); 

二 2 十 175 20 二 0(mod 32), 

26。 证 明 ; 若 p 是 素数 ; 则 zz 人 1 二 1mod 大 7) 有 记 一 1 个 解 , 这 里 ! 衬 1 


27， 吉 求 出 上 所 有 满足 #1 三 nimod 1385) 的 整数 zz 
各 求 出 所 有 满足 二 nfmod 4080) 的 刺 数 友 ， 
28， 证 明 : 若 /是 一 个 奇 素数 ,9 = 人 3 一, 则 
(91 和 十 【一 1177 Nimod py. 
29、 设 疡 3 是 素数 ,SS 一 11.2 :由 一 1 对 每 一 个 下 后 3 存在 惟一 - 
x 全 全, 使 得 zi 二 1mod p) ,因此 有 rs = 1 十 二 站 二 1, 罗 一 下 让 上 明 


此 一 人 1 
> kn 于 FP ~ Dmod p). 
一 下 


在 数论 中 ,经 常 出 现 各 种 数论 范 数 ,它们 在 数论 的 研究 中 ,起 
着 重要 作用 . 

定 尽 ”一 个 定义 在 正 整 数 集 上 的 实 或 复 值 函数 Fa 叫做 一 
个 数论 函数 或 算术 函数 . 

例如 , {es sn!1,n 等 等 都 是 数论 末 数 .本章 将 介绍 数论 函数 的 
某 些 一 - 般 理 论 , 以 及 讨论 几 种 重要 的 数论 函数 . 


3 1 数论 国 数 potsn 


定 兴 对 于 -- 给 定 的 素数 5, 设 pa Ch p* i pT), 则 
记 potyn = mm, 

对 于 有 理 数 一 ,我 们 定义 

pot, 总 | =—=potlwn pot, 

对 于 给 定 的 素数 p ;potyn 是 一 个 数论 陪 数 . 

由 定 交 ,显然 有 以 下 简单 的 性 质 ， 

1. pot,tmn}—=potym poln:; 

2，potpi 一 站 pot oa 这 早上 0， 
因此 ,有 pots54 王 pots3' 十 poti2 二 3,pot:54 二 pot;3: 十 pots2 二 1， 
等 等 ， 

本 节 主 要 求 出 potpn! 的 公式 . 为 此 , 先 介 绍 一 个 语 要 画 数 ， 

定义 ” 活 数 Lt] 是 对 于 一 切实 数 都 有 定义 的 函数 , 铺 数 [x|]| 的 
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值 等 于 不 大 于 x 的 最 大 整数 . 


这 个 函数 在 第 一 章 9 及 第 二 章 的 10 中 已 经 用 到 过 了 , 它 
在 数论 中 非常 有 用 ,有 时 ,也 把 [x 了 叫 敌 数论 函数 , 由 [zj] 的 定 疼 立 


肇 可 得 下 列 莘 单 性 质 : 
1. [zz 之 [zx] 十 1; 
2. [x+iyj[Lx+yj; 
3 当 n# 是 整数 时 ,[n 十 x | 一 nx 十 [x]; 
_ /一 [x] 一 1, 当 不 是 整数 时 ， 
4. [| 了] 一 、。 
{一 [zj, 当 x 是 整数 时 ; 


5， 寿 <“ 雪 是 任意 两 个 正 整数 , 则 本 大 于 < 而 为 如 的 倍数 的 正 


整数 的 个 数 是 | 名 | 
我 们 有 
定理 1 设 六 委 2< 所 入: 则 有 
pots(n1) 二 | 也 ]+[ 冯 |+… +[ 芭 | 
证 因为 
potsta l=potslt pot,?i "pots 


—pot, pipot, ?pT poty, ( 问 日 


和 
potyt jp)=pots ppot,?= 1 二 pot,i, 
我 们 有 


pot, tn! 中 一 | 于 |+pou (| 二 | 中 


Fa 
由 性 质 (5) 可 知 四 | = | 过 |, 故 


(1) 


t2) 


1 数论 函数 Poten 5 


代入 52) 便 得 (1)， 
定理 1 的 结果 ,也 可 写成 pot,(n1) = 2 | . 


1 三 1 


"= pS 


定理 2 设 0<r< 一 my 则 
| | 好 
TY 一 


是 一 个 整数 . 
证 因为 2 一 (一 rr) 一 r- 故 从 [zj 的 性 质 2 推出 
让 


is i 六 二] 


1 一 4 t 1 


利用 上 面 给 出 的 pot, (x1) 的 公式 ,就 证 明了 | ”| 是 整数 ， ”证 完 
定理 3 对 十 给 定 的 宕 数 p 积 0<r<p ,ec 之 0, 有 


portr| “ = Pot,r. (37 
证 w= 二 1 时,(3) 显 然 成 立 . 设 11, 有 
PP P,P Pl 
| La r 1 2 1 
Pot, (iF C1) = potl,y, 7 二 1] 一 1， 
r 1 r 
pot, 轩 上 =- pol,p 十 Dpou(p 一 71) 一 > pot, (7) 
?一 | 1 1 
oe potyr. 
这 证 明了 (3). 证 完 


定理 4 二 n—arp Ta ph | :pi 
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由 
这 里 ,1 所 d4 之 p10 扩 a p17= 0 A 1 A p) = Da 

kn 
则 有 


中 
2 > |= pots at), (4) 
=1 
证 因为 


= 


由 上 
2 一 Atn,p) 一 人 一 17 = 人 > ee 一 1， 
故 


op 二 
点 一 1 


= ap tap tatapt Hap 


十 ‘oa, 


下 
= Yap anip di) 
目 =1 


A i 
=- 立 [ 入 | 
因为 世 雪 < prt1, 故 由 定理 1 知 >)| 世 |= pots(n1)， ”证 完 
现在 ,我 们 可 以 进一步 求 出 pots| "|. 
定理 5 设 0<r< 之 n, 则 


证 因为 


"| A pA An p) 
r! p—1 | 


pot,, ,| =pots tlI—potyptr1) —pot, ttn—r}!), 


RAGnp) ir—Atrp}i+n—r—Atn—r,p) 
pot, "| i 


p—1 
Atr,p)it Atn rp) An,p) rp 
nt 证 完 


+1 
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一 一 一 一 一 一- 一- 一. 


$2 麦 比 乌 斯 因数 n(n) 


定 光 ” 胡 比 与 斯 (Mobius) 明 数 pO), 当 r=1 了 时 (1) 二 1; 当 
?2m 时 , 设 = 一 疡 为 天 的 标准 分 解 式 , 则 mtr) 定 六 为 
人 一] 一 一] 时， 
天 (一 
0， 有 基 个 上 全 101 近 7 时 ， 
我 们 有 
定理 1 如 果 ?= 六 1, 刚 有 
Zn) = | 二 | (]) 
证 wn 二] 时 ,(1) 显 然 成 立 , 现 设 六 1,1 的 标准 分 解 式 汶 
n 二 py…p; 则 
Pp DD Tp) tt pp tp pips) 


tt pp pt tA pp,) 
si 本 8 
一 1 十 | | 一 D 二 | -1717 
一 (一 1] 一 0. 证 完 
函数 pt) 在 数论 中 经 常 出 现 . 例如 在 第 一 章 中 我 们 已 经 证 明 
了 ，* 欧 拉 画 数 
一 |] 一 工 1 1 一 工 | 
8 一 可 1 阿 [1 一 去 | ， (2) 
其 中 二 pu"**p* 是 二 的 标准 分 解 式 , 利 用 za) ,可 将 (2) 改 写 为 


P07) 一 和 (qd) 洱 . 


定理 2 设 n 六 1,d 通过 2 的 不 售 有 多 于 襄 个 素 国 数 的 因数 
时 , 则 
Pn" 为 个 数 时 ， (3) 


大 0, 当 产 为 奇数 时 . 
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证 设 nn= 二 pmpr 是 4 的 标准 分 解 式 ,; 则 在 区 二 s 时 ,由 定理 
1,03) 式 成 立 , 现 设 澡 过 5. 因为 d 含有 平方 因子 时 ,wx(d) 一 0,- 故 只 
须 讨 论 4 不 含 平方 因子 的 情形 ,而 有 中 不 含 平 方 因 子 的 ,全 有 ;个 


素 因数 的 因数 4 的 个 数 是 | | ,而 对 于 这 些 d ,pld) = 二 ( 一 1)1, 故 


> xi) 一 之 :| | (一 1 
A i 


dp 
人 
但 是 
0=0—1)=| -| 上 + :十 (一 D"| ”| 
TD" 
于 是 


站 (一 0 一 (一 Do| 


二 一 站 


十 (一 "| | 


+ | j1 十 之 


十 中 十 (一 1 中! 


| 
= 1) 一 | 


| 十 …… 二 (CT | 


训 jr 为 偶数 , 当 p= 二 5 一 1 时 ,显然 有 袜 | (一 1 二 1 而 


ms 一 2, 且 当 2<&t<m 世 分 时 , 则 由 | 7 >|， | ,得 


2 1 = 1+|[>) -li + | 
0. 
当 s 一 2 之 /之 m 之 计时 , 则 由 | ,| >| ,|， 知 


(41) — [2] + 十 (一 1 ”之 0 


3 欧 拉 明 数 pin) 由 


忆 


h 为 奇数 时 ,类 似 可 证 . 证 
直面 我 们 将 看 刘 ,wk 在 反 演 公式 中 起 重要 作用 ， 


3 3 欧 拉 了 栈 数 P 2) 


对 于 欧 拉 函数 gtx} 的 定义 和 公式 ,在 第 二 章 33 中 已 经 给 出 . 
本 节 将 进一步 给 出 欧 拉 函数 gxn) 的 一 些 性 质 . 


之 gd) 一 六 
证 考虑 有 理 数 集 
S={ ,r=1,2,3. 4)， 
把 $s 中 的 每 一 个 分 数 化 为 既 约 分 数 得 5 ,S$' 中 没有 两 个 分 数 的 


值 是 相同 的 . 对 于 任 一 个 给 定 的 ><w, 生 一 全 是 既 约 分 数 ,出 
(hk)=1, hk, kln. 《] ) 
反之 ,对 于 给 定 的 w，, 任 .个 满足 (1 中 三 个 条 件 的 分 数 妈 在 


上 1 3 月 nn -一 
恬 中 ,这 是 因 清 ,由 中 | 天 * 可 设 0 一 Ar 一 人: 故 调 一 下 一 语 FS 


了 
满足 (1) 中 三 个 条 件 的 分 数 宇 的 全 体 为 gd) 个 ,而 5' 中 及 个 
分 数 , 砚 
Sp) = 证 完 

利用 缩 系 ,在 第 二 章 的 $3 中 我 们 证 明了 当 (m,n) 二 1 时 ， 
Pmn) 一 pn)gpln) ,这 里 我 们 将 用 不 同 的 方法 再 予 证 角 . 证 明 这 个 
结论 之 前 , 先 证 明 一 个 引 理 ， 

引 理 设 Cxr,n) 二 1, 如 果 吉 通过 a 的 全 部 因子 wt; 跑 过 六 的 
全 部 因子 ; 则 :二 11; 跑 过 ma 的 全 部 因子 . 

证 国 海 珀 | 本 页 且 训 |z2 且 当下 | 人 | 天 ,1 站 
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{Ft} 时 ,由 (myn) 二 1 得 ty 关 ff 2 反之, 任 给 1|mn, 由 于 
《Ha 一 1 提 避 :一 有 0) 一 六 , 星 然 二 一 六 克基 证 完 
定理 2 设 tmwn) 一 1 1 岗 ptmn) 一 pm pin). 

证 设 上 = 一 zz 我 们 对 上 施行 归纳 法 .有 =1 时 ,定理 显然 成 
立 . 弄 齐 点 一 12 R202 一] 时 ,定理 2 成 训 , 设 1 nf 二 tft | 
fz x; 由 归纳 很 设 , 阶 开刀 一 敬 yt 一 8 外 , 均 有 ptt) 一 p(y)， 
因此 ,由 引 理 ,有 


De ) > p12) = (DPC — glmn) )+ pm) pn). 


站 Tn 


由 定理 1, 上 上 式 给 出 mn mn— pm) pm pn), BE gmn) = 
Pm EA), 证 完 
定理 3 ( 员 设 (mn) 二 d, 则 有 
Fm) =p mn) pay 
名 车 al5, 则 有 Ya} gb). 
证 出 由 


A lin 


nrt Pp. : 1 ;i 
,| 
pm) Pn) 
i nn 
EC 


a 


喜 得 gtxmn) 二 gm) gn) sey- 
加 设 5==ac, 和 由 避 0 我 们 有 


PO =pac) = Ha RD 一 dy(a) 全， ‘2) 
其 中 tayc})= 二 a 


8 3 欧 拉 梧 数 gt) 了 


de) TT- 

由 于 zc 因而 经 和 = 下 -是 整数 , 故 (2) 式 给 出 
”1-5| 
SE PF 


pla) i eh). 

1932 年 , 某 梅 提出 了 与 ts) 有关 的 一 个 猜想 :不 存在 合 数 3 
使 得 gtn}|n 一 1， 

1963 年 ,我 们 曾经 征明 这 样 的 合 数 如 果 存 在 ,至少 是 12 个 不 
辣 的 奇 素数 的 乘积 . 参见 柯 召 ,和 孙 琦 . 关于 方程 kptn) 二 1 一 1 ,四川 
大 学 学 报 .1963(1).1980 年 , 柯 因 (Cohen) 和 哈 吉 斯 利用 计算 机 进 
一 步 证 明了 它 至 少 是 14 个 不 同 的 奇 素数 的 乘积 ， 

这 些 结果 的 证 明 , 依 赖 以 下 定理 . 

定理 4 设 k&>2， 

RECN)Tn 1, {3) 

则 有 
nn 二 pp 其 中 .是 不 同 的 奇 素 数 ， 
若 奇 素数 户 | 证 , 则 产 不 人 富有 pt 十 1 撒 的 素 因 子 ; 
车 志和 关 1mod 3) ;网 wD0tmod 37. 
因为 有 六 2, 故 由 (3) 知 am>2 ,上 且 因 212Cn) , 故 2fz. 如 果 素 
数 pl|non 信 有 pt 十 1 形 的 素 因子 或 fa: 则 | gen) ,由 (3) 推 出 
户 |2 一 1, 这 征 不 可 能 的 ,这 就 证 明了 :和 心 - 

对 于 国 , 当 上 bmod 3) 时 ,结论 显然 成 立 . 当 上 ==2(mod 3)， 
如 果 ms0Cmod 37, 由 引 :不妨 设 4 二 pi 记 Pi 一 3,pasr*，,p. 是 不 
岗 的 奇 素数 . 由 (3) 得 


2 
所 Ue Wsl 


2][ ‘2,— 1 = 3 一 1， (4) 
由 凶 知 p,=—1(mod 6)， (4) 的 两 端 取 模 数 3, 得 
2=0tmod 3)，, 
此 不 可 能 . 证 完 


看 来 ,完全 解决 菜 梅 猜想 是 非常 困难 的 ,就 是 证 明 2g(x) 二 
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n 一 1 无 解 也 不 容易 . 


834 数论 消 数 的 犹 利 殉 雷 乘 积 


我 们 知道 
P07) 一 Kd) 也， 


其 右 端 的 和 的 形状 ,在 数论 中 经 第 出 现 .我 们 有 
定义 ” 设 六 ng00 是 两 个 数论 函数 ,它们 的 狄 利 克 雷 乘积 
htw) 也 是 一 个 数论 函数 ,由 下 式 给 出 


hn) 一 Dal pa 
简 记 为 h(n) 二 (tn) * gtn). 
定理 1 性 给 数论 函数 00D) ,gm) ,Cn), 则 有 


Fn gtr fitn), (1) 
和 
CF x En ) x kin) = Fn) x CgCn) * CNY)), (2) 
证 由 于 
fn) # gtn) 一 fd) | 一 > lg ld) 
一 ec 李 | ~ g(a) * fln). 
故 (1) 成 立 . 


设 A 二 gp) EO). BOD) = Fn) gcn), 则 
fin) # Atn) = fla yA 一 > Fa) Dg oR) 
= ud 二 n 二 
= > fg ke). 
ut It 
Bo) kn) 一 SB) 一 > Mg ka) 
二 一 全 2 =ni 


一 SY fea). 
ur=n 
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故 52) 成 立 . 证 完 
设 
1-~ 门 ， 当 n=1,， 
IG 一 | 二 = 3 nl. 
我 们 有 


定理 2 对 于 所 有 的 数论 函数 ftn). 均 有 
Finy Tn)=l on) fn)= (0)., 


证 由 十 
fn) x Ln) 一 f(a)7| 疗 闻 )= > 和 i= fn) 
故 定理 成 立 . 证 完 
定 淡 ”对 于 狄 利克 雷 乘 和 模 ,77) 起 单位 元 的 作用 ,简称 了 (an) 
为 单位 数论 函数 . 


定理 3 设 数论 阔 数 了 Cn), 满足 /1) 关 0, 则 存在 惟一 的 数论 
晴 数 六 12), 称 为 (2) 的 犹 利克 雷 道 酒 数 , 使 得 
fm OD=f ON fn) Tn). 
且 1(n) 由 下 面 的 递 推 公 式 给 出 


f'n) = A D> 1 
去 7 过 


证 我 们 用 归纳 法 米 证 明 通 数值 广 TD 2) 
7 0 可 惟一 决定 . 对 于 ”一 1, 由 
FOF 1 一 了 71)， 
推出 
YC1)=1., 


改 1(1) 二 了 70 三 惟 -次 定 . 现在 假设 对 于 所 有 的 camtz22) ,请 
数值 广 !(A) 已 经 惟一 决定 ,由 


了 4 第 三 章 数论 肾 数 


7#| 筷 | fi(d) 一 0 人 1， 
可 得 


1 


FCDA Cn) 十 Na fd) 一 0 


因为 由 归纳 法 假设 , (4) 对 于 所 有 小 于 4 的 因 于 4 已 经 惟一 决 
定 , 故 可 惟一 沁 定 


fi(n) = -TA i(d). 


这 个 归纳 定 尽 的 惟一 确定 的 函数 /| 0) 就 是 六 ma 的 犹 利 克 雷 道 
晴 数 . 证 完 

由 于 7 #* g(t) 二 f(g(1), 衣 当 A(1) 关 0,g(1) 关 0 时 ， 
f(x g(t1) 关 0, 这 样 ,由 以 上 三 个 定理 可 知 : 对 于 犹 利 克 雷 弱 积 
* ,全 体 f(1) 关 0 的 数论 函数 fln) 组 成 一 个 阿 贝 尔 ( 六 bel) 群 , 记 
为 五， 


3$5 嘉 比 乌 斯 反 演 公式 


我 们 知道 


|! 
a 


六 二 me) 一 > 


V0) = DD = Ha 
a 好 | ' 
定 浆 其 数论 困 数 ft) 和 g(tn) 适 合 
ft) = Datd) = Del |), 
dl A | 
称 . 关 s) 为 &C2) 的 袁 比 乌 斯 变换 ,而 5(Co) 为 了) 的 囊 比 咏 斯 逆 
变换 . 
由 定义 知 ,n 是 gcn) 的 碌 比 乌 斯 变换 ,gln) 是 的 麦 比 马 斯 逆 
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变换 . 
定理 ” 若 任 意 两 个 数论 函数 六 za7 和 SC) 满足 等 式 
fo) 一 Yaeld), 
dl 


则 存 
gin) = Std) 也 | ， 


反 过 来 ,车 满足 (2), 则 (1) 也 成 立 ， 
证 看 Fa 和 6) 满足 (1)， 风 
D> yn)f| | = ci Sg te) 一 一 DDa a ) 
Hn 地 上 
-De 一 sd) od) = = gn), 
“I" J | 训 
上 面 最 后 一 个 等 式 用 到 2 定理 1, 故 (2? 成 立 ， 
反 过 来 , 设 f(tn) 和 < 生生 (2 , 列 天 法 可 证 


一 到 有 | 有 1 


= oe = Seo | 


呈 | 坟 


一 (nm )， 


EE 


(1) 


证 完 


实际 上 ,用 上 一 市 有 关 狄 利 死 雷 梯 积 的 结果 ,证 明 是 明显 的 ， 


定理 的 另 一 个 证 明 
设 对 任意 的 正 整 数 症 ,数论 国 数 fn 一 1. 


等 式 (1) 可 表 为 f(an}) 一 gtn}y x etn), 则 有 G1) # AD 一 
CS) x en 其 pn ga) (etn) x pan) = gtn) x Tn)CO— 
#84), 即 (2) 成 立 . 反 过 来 ,车 (2) 成 立 , (2) 可 写成 fn) # jpn) 一 
gn), 风 有 gC) el) Cn) x fn)) x en)—= Fn) x (ultn) 


ef 一 (axTfz) 一 Fr ay 加 (1 成立， 
下 面 举 几 个 例子 . 


证 完 
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例 1 由 $2 的 定理 1 知 I(n) 是 ptn} 的 岩 比 马 斯 变换 . 
例 2 河 : 曼 哥 特 CVon Mangoldt) 函数 A(n) 是 指 : 
logp, 若 二 p" ,mm 之 1,p 是 素数 ， 
A(n) = 
0， nw 是 其 他 情形 . 
设 2 一 上 ps 是 #4 的 标准 分 解 式 , 则 有 


时 


di 
DA = 了 > 
二 | 二 


5 一笑 


{| i 
一 SACpH) + + Dy ACpy) 
‘=| 和 


三 在 
一 人 > logz， 十 … 十 logps 
»1=| =]1 


= logpi 十 + lilogp: = logn, 
故 1log 关 是 4 的 袁 比 乌 斯 变换 ， 
例 3 因为 4A(n) 是 log ?的 麦 比 乌 斯 着 变换 , 故 


各 (7z) 一 Srld)log 
a | 
— logn jd} 一 > utd ogad 
二 | Hr 
一 Tn)logn 一 ta)logd 
| 


一 > 一 pCd Yogd. 
| 
故 5) 是 一 ln)logn 的 麦 比 态 斯 变换 . 


36 积 性 力 数 


实际 上 , 积 性 苯 数 的 概念 ,我 们 在 第 二 章 已 经 明 见 过 了 .在 第 
二 章 33 中 ,我 们 证 明了 mn) 一 1 1 nn) 一 9m) gn) ,这 就 是 一 
个 积 性 函数 . --…… 般 地 ,我 们 有 
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二 则 tn) 叫做 积 性 范 数 . 如 果 一 -个 积 性 阴 数 ， 
对 所 有 的 局 w 拘 有 了 G2 二 Cm) 了 (0) , 则 叫 搁 完 全 积 性 函数 . 

例 1 gt 是 积 性 冰 数 , 伍 不 是 完全 积 性 晒 数 ， 

例 2 六 (一 居 , 这 里 a 为 任 一 实数 ,是 一 个 完全 积 性 阿 数 . 

例 3 Jo 一 | 元 | 是 -个 完全 积 性 函数 . 

例 4 麦 比 乌 斯 函数 上 An) 是 … 个 积 性 萎 数 ,但 不 是 完全 积 性 
外 数 . 

例 5 设 

on) = > fd), 
a 


则 ota) 是 一 个 积 性 函数 (用 下 面 的 定理 2 很 容易 证 明 ), 人 得 不 是 完 
全 积 性 函数 . 

下 面 . 我 们 将 证 明 积 性 琢 数 的 几 个 基本 的 性 质 . 

定理 1 如 果 f(x 是 一 个 积 性 归 数 , 则 /7(1)==1. 

证 ” 困 为 ,对 所 有 的 正 整数 站, 有 (1) 一 1, 故 了 2) 二 tn) ， 
了 (1) ,又 因为 .后 ) 不 恒 为 0, 故 

ff(1)=1. 证 完 

定理 2 如 果 (ww) 和 gn) 是 积 性 痛 数 ;那么 .Fa < 人) 也 
是 积 性 函数 . 

证 设 hn) 二 nn) gO ,Gansn) 一 1, 则 


himny = 2 0g| “|. 


令 1 二 tst [piyty x 根据 本 章 3 中 证 明 过 的 引 理 : 设 tm:n) 二 1， 
如 果 世 通过 mx 的 全 部 因子 ,ts 通过 2 的 全 部 因子 , 则 1 二 his 通过 
mn 的 全 部 因子 ;因此 ， 


hmn) 一 > fg | = 生生 del | 
一 一 Ft 8| 旦 fn sl 


了 久 第 三 章 数论 基数 


= Sel | ， /8| | 
一 hm Cn). 证 完 
职 了 nD) 一 了 (ny ,gin) 一 etn), 由 定理 2 知 
了 et = > 六 Ca 一 qn) 
a 


是 积 性 函数 , 这 里 ma) 二 1 = ln) ,d(n) 表示 2 的 因数 的 个 
et |n 


数 .oatn) 即 遂 党 的 x 的 全 部 因子 的 和 ct). 于 是 , 设 二 pit 
是 的 标准 分 解 式 ; 就 有 
FAR PT pe ), 


而 Ga pi)=]1 十 pi 二 pr 二 十 pp 
pe Dl 
pp 是 

有 

ta, 十 ]， 二 全 ， 

故 
| I i | l 0, 

FT C= 7 


Tt 一作 ， 


定理 3 如 果 0 和 及 GD) 二 fn) x gn) 都 是 积 性 函数 ， 则 
8) 也 是 积 性 函数 . 

证 ”如果 fiw) 不 是 积 性 函数 , 则 存在 一 对 正 整数 天,za， 
cm:n) 一 ] ,使 得 

mn fm (nan), 

于 是 我 们 可 以 选择 这 样 一 对 mw,n, 使 得 ma 最 小 . 

如 果 mmz 一 1 , 则 了 (1) 关 1 ,上 故 了 (1) 关 1. 因为 (1) 二 
f(Dg(1) 二 fA(1) 关 1, 这 将 得 出 上 G1) 不 是 积 性 函数 ,与 所 设 巴 盾 . 

如 果 ma 记 1, 则 对 所 有 正 整 数 对 a5 Cas 二 1,ab 之 mn， 有 
Fla5) 一 fa)f(5). 于 是 有 
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himny) = >, Df aba 2 
站 ET | 


_ >， flab)g| 网 | 十 mn)etl) 
ci, sl 


一 > Fe)7CB)8| 到 | s| | + fmn) 
cm A : 


一 2 fc) |) >2f ‘bal | 
一 fm}f tn) + fmn) 
= hmhn) 一 Fm} tn) + fmn). 
因为 ffarmnn) 关 mY 了 a) 下 Cmn) 关 hm0h(On) ,此 与 有 hn) 
是 积 人 性 函数 矛盾 . 证 完 
定理 4 如 gm) 是 一 个 积 性 函数 , 则 g(x) 的 狄 利克 雷 逆 英 数 
也 是 一 个 积 性 苯 数 . 
证 ”因为 gC 和 gn) xg 10n) 二 1(n) 都 是 积 性 函数 , 故 由 
定理 3 知 ,g 16) 也 是 积 性 隔 数 . 证 完 
定理 2 和 定理 4 指出 全 体积 性 函数 组 成 阿 贝 尔 群 D 的 一 个 
子 群 , 
完全 积 性 函数 的 犹 利克 雷 逆 蚂 数 是 容易 决定 的 , 我 们 有 
定理 5 设 fln} 是 一 个 积 性 函数 , 则 ftn) 是 一 个 完全 积 性 师 
数 的 充分 必要 条 件 是 
天 CD 了) 
证 设 gtz) 一 Aaron 如果) 是 一 个 完全 积 性 函数 ， 
则 有 
go # fn) = DA AA = FP) 
=ftnitn)=i(n), 


邦 站 1!tn) 一 bn). 
反之 ,假设 广 0) 二 pla) fn) ,为 了 证 明 (wn) 是 完全 积 性 隔 
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数 ,只 需 证 明 对 于 素数 的 方 宕 广 ,有 f(p") 一 1(p)". 对 于 nn 之 1, 我 
们 有 


DAs l= 0 
因此 , 取 交 一 pd .> 0 ,我 们 有 


HCFC 十 pp D 一 D， 
即 


天 户 ) Cp ). 
由 此 可 推出 产 的 ) 一 乒乓 航 了 nn) 是 完全 积 性 消 数 . 


证 完 
37 数论 且 数 T(rn) 
我 们 用 数论 函数 ztn) 表 尔 不 大 于 的 素数 的 个 数 , 在 第 一 章 
定理 1 设 # 宇 ?2, 则 有 
了 
8 logn 
证 


srtn) E12 ep 


(1) 
对 于 每 一 个 素数 p, pp 之 2n, 存 在 惟一 的 各 数 7,, 使 得 
p72 过 pT ,我 们 首先 证 明 


TE 2 | C2) 
A nlrl 
ne far 
各 


[| p". 
开 | | Bs En 


(3) 
因为 当 素数 户 满足 ?所 户 甩 24x 时 ,p102201, 但 pitan!, 故 (2) 式 成 
立 .由 本 章 81 定理 1 知 


r 


‘ 2n 
at (231 = > | 妥 
’ ‘三 1 a 


| Pot,n! 一 > 
1 一 1 一 


1 
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又 因为 [x] 一 ?| 过 |= 0 或 1, 故 


2 | 之 让 n a 
oo 
这 就 证 明了 C3). 由 (2) 和 (3) ,我 们 得 到 
Ti < 一 IT = I ,| 志 Te a n < ~ Con YT, 7 2 1. 


mr pe Dh i 2 
C4) 
又 因 
2a 2228 一 1): A To 
1 ”|= fi ly 和 > [2=>. 
和 
| | 过 (1 十 1” 一 22， 
| 
砍 由 (4) 得 
WD MD Dn nl1. (5S) 


令 1 一 2 一 0, 2， 可 得 
Datmrt2 1 2 < ， 2 200TDz0 1 ， hh， 
即 得 
hrmCorti)y— xr (or tl 2 十 1)r(2"+1). (6) 
显然 ,关节 0 时 ,有 x(t271) 志 2, 天 由 1.6) 得 
(hr ty mrt) 0, 
令 上 式 中 天 过 0,1,… 必 ,而 将 所 有 诸 式 相 加 ,得 
(1mr(2 31 小 2 二 二 23 《7 了 ) 


由 (6} 和 (C7) 可 知 
1 2 1 2 oe 
Er < 了 本， 点 汪 0， (SR) 
设 # 主 2, 取 上 使 
D0 (9) 


因为 当 /二 0 时， 
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以 及 
加 
li 1 
之 一 | 冯 十 可 | 十 | 二 十 言 十 于 十 玫 | 二 十 
1 1 1 I 1 
< 让 引 + 直人 
A , 
故 由 (38) 和 (9) 得 
D2 D+ 1 x 
rE 6 -一 
十 2 2 2 
1 pe 
i 二 2 i 1=2 t 
< 
po 
一 了 
和 
4) 2 
i 地 人 二 十 
1 2:t? 1 2t+? 1 天 
一 2 一 “1 六 一 nT 下 
2 Zr 1 


"可 Ld 
a 


(10) 
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| 时 ， 
lcpg 写 >3log n 
,i 1 -1 1 |] | 
我 们 另 有 iog3 拓 广 十 襄 ， Jog2s ,页 由 (10) 和 (33) 得 
1 Hn -12n 


,下 
8 log # 证 元 


下 面 .我 们 将 给 出 x(x) 一 个 更 好 的 下 界 , 所 由 方 法 也 更 简短 


SA) 


| 性 


定理 2 对 于 让 4， 


XAN) :log 2 


证 ”对 于 1 所 mr 过 nn ,考虑 积分 


[og 好 


Cl2) 


健 一 [12 显然 sf mn) 是 一 个 整数 ， 另 一 方面 ， 
容易 计算 ,Kal) 一 -， 故 对 每 一 个 Hy 和 ns: 均 有 


m| | id, 特别 地 ,因为 | | | dz C2n +1) | | = (x+ 1) 


2 二 1 2n 
-| | oldssi 故 可 | 和 C2n 二 1)| | 均 整 除 doi. 又 因 
《22 十 1 一 1T, 故 
nC2n+1)| | dnt (13) 
1 出 
又 因 
(+ Ds :CntD)| |, C14) 


于 是 ,013) 和 (14} 纵 出 
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La(2n 二 1D| | Sn 4 


故 当 ?2 之 4 时 ， 
dm dds, } | En * 4 二 217， 


也 即 NN 室 9 时 ， 


dw 2 £135) 
设 p* 上 dx, 则 必 有 某 个 ,1 所 m 壹 NN, 使 得 声 目 mx, 故 pr 志 N, 因 此 
ds = [T2° < [Tew. (16) 

FE 六 


由 (15) 和 (16) 得 
Nlog2 < log ds < > log N = log N + ntN), 
PE 
故 得 六 六 9 时 ， 
N 
nCN) log2 + [ogR 

对 于 4 志和 N 志 8 时 ,以 上 不 等 式 可 直接 证 明 . 证 完 

定理 1 就 是 著名 的 切 比 雪夫 (He5bnveb) 定理 , 尽管 (1) 中 的 系 


数 还 可 以 改进 ,但 无 法 由 此 得 到 素数 定理 , lim 了 一 1 , 关于 素 


log x 
数 定理 本 书 不 准备 证 明了 . 
§ 8 户 卡 斯 序列 
13 世纪 , 卢 卡 斯 CLucas) 研究 了 整数 序列 
一 5， n= ] sr 《1 ) 
和 
va x= 《2 ) 


其 中 wx, 有 为 以 下 整 系数 二 次 方程 的 两 个 根 : 
下 一 天 7 十 总 二 0 (PQ =1. 《3 


$3 卢 卡 斯 序列 $5 


我 们 把 (1 和 (2) 者 叫 慌 卢 卡 斯 序列 . 这 类 序列 在 整数 的 分 解 ， 


不 定 方 程 等 方面 都 有 用 ， 
显然 有 
定理 1 序列 41) 和 (2 分 别 为 以 下 整数 序列 
和 一 Wl=1,， 《了 
和 
Zr 一 并 1 一 《5 
证 只 肖 拒 517, 2) 分 别 代 人 (47 和 6) 的 右 端 ,并 利用 (53) 


《+) 和 (1) 这 样 的 序列 ,叫做 循环 序列 . 
定理 2 序列 ww, 和 zw 满足 以 下 诸 关 系 式 


Ho Hn C6) 

vi ta -= 4", £7) 
Epo 十 下 om 《8 1) 

22 一 一 天 一 4 《9 ) 
8 一 421 一 全 (10) 


证 (6) 是 明显 的 . 因为 
《一 有 二 《一 站 
二 {ea 十 启 一 ta 一 六 te 十 六 十 一 抒 ") 
=4(a8)" ~—4Q", 
这 就 证 明了 《7). 
将 但 ) 和 (2) 代 入 (8) 的 右 端 使 知 (8) 成 立 . 
由 于 PP 一 148 二 (a 一 B20, 再 用 证 (8) 的 方法 可 证 得 (9). 


加 ro ae oA ) 
站 | 二 | Ce 一 有 - 
a a" a tad)" 


Cad oT ) 
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_ (oP) (tp 208) _y. ， 
Coa— BY 
可 知 (10}) 成 立 ， 证 完 
定理 3 设 户 是 一 个 素数 ,pt2Q, 设 凡是 序列 训 ,wor*… 中 被 户 
整除 的 脚 标 最 小 的 数 , 风 plu 的 充分 必要 条 件 是 /|x. 
证 设 iHn,; 则 有 nn 一 im,m 守 1， 


一 是 op ype, 
i 一 -一 站 一 a—8 a 84 六) ， 
因为 x, 六 是 二 次 方程 x 一 wx 十 他 二 0 的 两 个 根 , 因 此 ,类 似 (4)， 


可 证 


fa B= 
是 … 个 整数 , 鼓 wlw. 由 lw: 即 得 pp |. 
友之, 襄 记 |aini 二 丰 十 7 .0 之 7 之 1 ,由 (8) 式 得 
2 Kad Hr 
因为 paorplass 喜 户 |ivww. 由 p28 和 (7) 知 phos 故 记 ju,. 因 
为 0 二 7 之 1 , 故 r 二 0, 即 知 
i|n. 证 完 
如 果 设 卫 ==1,@ 一 一 1, (1) 就 给 出 了 著名 的 斐 波 那 契 
《Fibonacciy 数列 
Fs PF, N00 R= A=1. 
斐 波 那 契 数列 能 表 哪 些 形状 的 数 , 是 … 个 令 人 感 兴趣 的 问题 ， 
这 方面 有 过 不 少 研 究 . 例如 ,1965 年 , 我 们 曾 和 证明 : 斐 波 那 契 数列 
中 的 平方 数 仅 有 1 和 144( 参 见 柯 召 、 孙 琦 ,关于 Fiboncei 平方 数 . 
四 川 大 学 学 报 ,1965(2)).1989 年 , 罗 明 证 明了 斐 波 那 契 数列 中 仅 
有 1,3,21I 和 55 为 三 角 数 (参见 MLuo,DOn triangular Fibonacci 
numbers, The Fibonacci Quarterly , 1989(2)). 
下 一 章 , 当 引信 二 次 剩余 的 概念 后 ,我们 将 介绍 卢 卡 斯 序列 在 
整数 分 解 上 的 应 用 ， 
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8$9 陷 门 单 何 画 数 与 公开 密 铀 但 


传统 的 保密 系统 ,收发 双方 有 相同 的 加 密 密 钥 和 相同 的 解密 
密 铀 , 而 且 加 密 密 钥 和 解密 密 钥 也 是 相同 的 ,其 密 钥 需要 严格 保密 
不 能 竺 失 . 这 样 , 整 个 系统 的 密 钥 数量 往往 很 大 ,难以 分 配 利 管理 . 
另 一 方面 , 收 方 可 以 修改 肉 容 ,发 方 也 可 以 否认 所 发 的 内 容 , 驱 方 
可 能 因此 发 生 和 争执 , 公开 密 钥 码 最 重 疲 之 姓 有 两 点 :一 是 ;将 加 密 
密 钥 和 解密 密 钥 分 开 .加 密 璧 钥 可 以 公开 ,而 解密 密 钥 则 是 产 格 保 
密 的 :一 是 ,这 一 体制 可 以 发 送 答 了 名 的 消息 . 因此 ,公开 密 钥 体制 
的 提出 ,解除 了 上 述 传 统 的 保密 系统 所 产生 的 困难 ,这 是 密码 学 中 
的 重大 突破. 

公开 密 钥 码 体 制 是 基于 1976 年 , 则 费 (Dffie} 和 海尔 曼 
(Hellman} 提出 的 陷 门 单 同 困 数 , 这 样 的 图 数 满足 以 下 三 个 条 件 
{一 般 可 设 为 茶 一 区 间 上 的 数论 妨 数 ). 

定 兴 ”把 数论 函数 Xt) 叫做 陷 门 单 向 函数 ,如 果 它 满 中 : 

山 对 六 人 的 定 尽 域 中 的 每 一 个 呈 均 存在 图 数 了 (0 使 
站 

也 Fa 与 三 0) 都 容易 计算 ; 

全 和 仅 根据 已 知 的 计算 六 2 的 算法 ,去 找 出 计算 7"' 的 容 
易 算 法 是 非常 困难 的 ， 

利用 随 门 单 向 沙 数 ,就 可 以 构成 如 下 的 公开 密 钥 码 体 制 . 有 - - 
个 部 门 , 下 设 4,8; 忆 ;…' 阁 干 机 构 , 各 机 构 均 有 自己 的 陷 门 单 向 银 
数 , 分 别 设 为 fat ,Jotn) feln)w 呈 :省 孙 数 的 算法 分 别 作 为 各 
部 门 的 编码 (加 密 ) 方 法 而 予 公 开 , 而 诸 fa CD ,fa (Dye CD 
的 容易 算法 ,作为 解密 密 铀 则 是 保密 的 . 这 样 ,部 门 中 的 任 一 机 构 
(包括 部 门 外 的 机 和 构 ), 都 可 纵 其 中 的 … 个 机 构 发 保密 信 . 例如 , 吉 
同 妇 发 保密 信和 ,方法 是 , 设 B 向 如 所 发 的 明 芭 为 x: 代 信 44 所 公开 
的 隐 门 单 向 函数 ,mn) ,得 记 Cn) 二 mvm 即 为 密 文 ,由 于 只 有 4 知 
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道 fr1Cm) 的 容易 算法 ,因此 ,4 可 由 fm 二 fC(fa(n)) 二 
税 密 . 

男 外 ,部 门 内 的 各 成 员 可 以 彼此 发 签名 入. 例如, 召 给 4 发 签 
各 信 ,方法 是 , 设 明文 为 中, 先 用 fi'() 对 wn 加密 得 启 1(4) 王 mm, 得 
用 f(t) 对 mm 加密 得 fatm}) 一 t. 4 收 到 后 ,由 广 '(1)==m 得 
fst) 二 Jp(fa (0) 一 ny 即 可 读 到 B 发 出 的 原 信 了 . 因为 内 有 8B 
才能 发 这 样 的 双重 加 密 信 ,所 以 ,B 的 签名 是 无 法 协 造 的 . 

1977 年 ,里 几 斯 特 (Rivest) 等 ,首先 找到 一 类 便于 应 用 的 陷 门 
单 向 函数 ,通常 称 RSA 体制 .我 们 有 以 下 定理 . 

定理 1 设 癌 一 训 , 适 当选 择 两 个 给 定 的 奇 素数 产 .g, 以 及 正 
整数 满足 tsyp 一 1 一 (4 一 1 一 1. 则 可 使 

f= tn, <1) 

是 区 间 L1,m 一 1] 圭 的 一 个 陷 门 单 向 函数 . 

证 由 于 {s,(p 一 1)(g 一 1)) 二 1,- 故 存在 整数 上 满足 


sh 三 1] (mod gemm)) ,0p mn), C2) 
设 Rn) 一 < 一 2 人 E51 ym 一 1j; 定 浆 
Fel) = i ),. (C3) 
我 们 来 证 明 请 (= 六 玉 DD). 设 nxnEDlm 一 11, 由 (1) 种 (2), 有 
FCO)D= ,=n nmod m}, ‘4) 


如 果 (Cn,m) 二 1, 利 用 第 二 章 $3 定理 4, 再 由 (2), (4) 式 给 出 
Fn 三 x(tmod mr) ,有 即 得 
Ff) = nn. 

如 果 (x0520) 六 1, 则 pln 或 gfn,; 由 人 (4) 分 别 取 模 数 p 或 模 数 5, 仍然 
给 出 CFD)) 二 n. 同样 的 方法 ,可 以 证 明 FE G4)) 王 .这 就 证 明 
AD =FOD), 

(1) 式 和 (2) 式 均 为 整数 的 乘 败 然后 求 模 数 wr 的 最 小 非 负 璋 
余 , 这 一 运算 在 计算 机 上 是 容易 计算 的 . 然后 ,适当 选择 大 素数 p， 
9: 要 想 通 过 mr 和 s 来 求 出 p 各 gl 或 及), 这 是 非常 困难 的 . 因为 mm 
适当 大 , 求 出 其 标准 分 解 式 ,要 花费 惊人 的 时 间 ,几乎 是 不 可 能 的 . 
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内 此 ,适当 选择 两 个 给 是 的 奇 素 数 p,q; 可 使 (1) 给 出 区 间 L1， 
可 一 1] 」 上 的 -… 个 陷 门 单 向 函数 . 证 完 

会 开 密 铀 体制 的 提出 ,是 数论 在 蜜 伍 学 中 的 重要 应 用 ,同时 ， 
也 促进 了 数论 学 科 本 对 的 发 内, 例如 ,采用 人 SA 体制 .首先 需要 导 
求 一 些 大 素数 ,日 前 ,关于 判定 大 数 是 否 素数 方面 ,有 许多 重要 的 
工作 . 其 次 ,需要 寻找 分 解 整数 w 的 有 效 方法 ,这 方面 ,目前 还 没 
有 找到 有 效 的 方法 . 因此 ,采用 民 SA 体制 的 公开 密 钥 码 还 很 难 破 . 
里 凡 斯 特等 人 给 出 的 -个 具体 重子 是 定理 中 的 是 一 个 64 位 的 
素数 ,4 是 一 个 65 位 的 素数 ,mm 二 pg 是 一 个 130 位 的 数 ,* 一 9007. 
编码 方法 是 把 需要 加 蜜 的 拼音 文字 首先 译 成 一 个 数 二 例如 ,26 个 
英文 字母 ,可 设 4 三 01 ,号 一 02.:Z 一 26. 并 用 00 表示 词 与 词 的 
间隔 ), 如果” 送 庆 ,可 将 二 分 段 处 理 . 使 每 段 的 数值 小 于 六 ,不 失 一 
般 , 可 设 0 过 x 过 pr, 用 电子 计算 和 机 ,计算 oy, 只 需 几 秘 锅 ,但 是 
在 当时 分 解 这 个 130 位 的 数 芭 需要 花费 多 得 惊人 的 时 间 , 可 以 说 
荐 无 法 实 更 的 .这 驶 是 一 个 有 具体 的 陷 门 单 向 函数 给 出 的 …… 个 公开 
密 钥 码 . 震 要 指出 的 是 ,现在 的 整数 分 解 方法 ,已 经 能 够 有 效 地 分 
解 一 个 155 位 的 十 进 制 数 . 因此 ,70 年代, 里 凡 斯 特等 人 给 出 的 
m 一 pg 是 一 个 130 和 位 的 数 , 已 经 不 安全 了 . 从 安全 性 考虑 ,目前 人 
们 建议 选择 的 pp 和 9g 天 约 是 155 位 的 素数 ,那么 将 是 309 位 数 ， 
关于 素数 的 判定 和 整数 分 解 的 一 些 方 法 ,我 们 将 在 第 六 章 中 介绍 . 
日 RSA 公开 密 钥 体制 问 性 以 来 ,已 经 20 多 年 ,其 间 , 密 码 学 的 发 
展 迅速 ,用 到 的 数论 知识 也 越 来 越 多 ,有 兴趣 读者 可 参阅 朱文 余 ， 
孙 琦 编 的 4 计算 机 密码 应 用 基础 》 

最 后 ;我 们 指出 ,对 于 n= 二 pg, 计算 wa 与 分 解 地 是 等 价 的 ， 

定理 2 设 * 一 ap 是 两 个 不 同 的 素数 , 则 计算 wa) 的 值 
与 分 解 n 是 等 价 的 . 

证 如果 已 经 知道 4 的 分 解 4 二 pg, 则 立即 可 求 出 gx) 的 值 : 
An Op 1 (gq— 1)., 

友之 ,如 果 已 知 和 gla) 的 值 ,那么 ,容易 求 出 的 因子 p 和 
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4 记 % 一 入 ,代入 kn) 的 公式 得 
PC 一 人 2 一 1)09 一 ] = (p11)| 到 一 1 ， 


即 有 
PP Cp Dp pr-n— pi+p, 

Piplign) om— (n+1)) + =0. 
故 疡 是 一 次 方程 

五 十 《pn(2 十 1) 十 一 
的 ~- :个 根 ,而 g 是 另 - -个 根 . 证 完 

例 设 坟 =143,8020) 一 120, 则 
4 十 343 二 个 

的 两 个 根 为 


_ 24 二 v576 一 572 24 十 2 
区 六 " -一 9 * 
即 得 143= 二 1] ，13. 
当 是 200 位 数 时 ,计算 per) 并 不 比分 解 容易 ,所 以 RSA 


是 安全 的 ， 
第 三 部 习 是 


1 证 明 : 苇 为 正 整 数 ,e 为 实数 , 则 
全 | 2 | -co 


TI 


加 [aj 十 区 上 了 | 二 [et | =inel. 

2. 证 明 不 等 式 
L2ajT+[28j 守 [a] 十 [ae-FP 寺 81. 

3. 证 上 明 : 若 wa0p20sa20: 清 足 2 一再， 刚 


4. 证明; 着 之 5，2<sasny 册 


第 -一尊 习 题 


| | [| 


5. 证 朋 ; 对 于 任意 正 莫 数 上. 
{C2}! 


为 | ([ 丹 十 1)1 


是 一 个 吾 数 . 
6， 证 期 : 设 盖 = 全, 则 
四 是 一 个 整数 ， 


人 避 如 7 是 一 个 素数 ,而 niaxta rai} 二 ,网 


?7， 证 明 : 旭 果 在 自然 数列 


| 六 .2 Ha < a Al 


中 ,任意 两 个 数 二 全 的 最 小 公 和 倍数 [u,a,1 > | = !|. 


> pd) = 0, 


[ 


39， 让 遇 
> te = pe tr). 


J 1 


ib， 证 朋 :; 对 于 任 -… 个 素数 pp， 


‘1， 苦 :1， 
和 we = 车 wp 1， 
di 和 
0， 若 : 是 其 余 悄 几 ， 
11， 证 明 
m 3 pte 
gy 2 qty 
12. 证 明 : 这 yxld)p(d) = 0 的 充分 必要 条 件 是 二 0tmod 2). 
二 
13。. 证明 


Sra |= Et n> 0). 


1， 计算 
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sin) = at)nl 了 ! 。 


war 


15， 证 明 ;x 是 素数 的 充分 必要 条 件 是 960 十 绝症 ) = nd (tn) 
16,， 证 明 : 如 果 有 正 整数 ”满足 
Pn 二 3) 十 2， 
网 二 2p 或 nn 十 3 = 二 2, 其 中 6 宇 1p 寺 3tmod 4), 思 是 素数 . 
17. 证 明 


nn 
Pn 2 T° 


18. 求 出 满足 
mm) = Pep) Fin) 
的 全 部 十 整数 对 sn). 
19、 让 有 明 : 若 呈 人 0, 满足 245 一 1, 刚 


24|otny. 
20， 证 明 : 若 呈 三 户头 有: 刚 


7) 


21， 设 wt1) 一 0.5 守 1.wln) 是 二 的 不 同 的 素 国 主 的 个 数 , 证 明 ， 
Fa = wn) pn 间或 1， 
22， 设 fx) 的 定义 域 是 -01 中 的 有 理 兰 ， 
2 ” 点 四 二 i 中 
Fin) 一 之 媳 -| FD) 人 2 放言 |. 


证 明 :F* G0) 一 p(n) Fin), 

23.， 证 明 : 若 .六 ti) 是 完全 积 性 函数 , 则 对 所 有 的 数论 郴 数 二 (mca ,有 

人 
24， 让 明 : 若 Fr) 和 -六 6 着 为 gs5ttal 的 老 比 乌 斯 变换 , 则 
fda 二 一 28d)hl 号 | . 
25， 设 A(x) 是 一 个 整 系数 多 项 式 ,win) 代表 
FO fn 一 1) £1) 

中 与 a 交 素 的 数 的 个 数 , 证 明 : 
中 yin) 是 积 性 数论 睛 数 ; 
pp 一 1 中 被 素数 记 整 除 的 数 的 个 数 . 
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26， 证 明 D ea) (dn )， 


2?7， 找 出 所 有 的 止 复 数 # 分 别 满足 


i 


TY HAD) Pn) 2 pin) = 12. 
28， 证 明 : 设 p, 表示 第 个 率 数 , 则 存在 正常 数 已, ,C; 使 
Cnlog nn < ps TT Canlog n. 
29。 让 明 ; 设 严 一 下 一 1 天 3 一 产 十 天 07, 则 
CRF = Fn 
30， 证明 :说 ftn) 是 一 个 积 性 溺 数 , 若 对 素数 的 方 凑 户 (2 之 19 有 
fie) = fp’, 
则 fin} 是 完全 积 性 图 煞 . 
31， 证 明 ; 车 G7) ,fn) 是 二 个 数论 函数 , 则 G1) = [Pen 的 充分 必 


要 全 件 是 ftn) 一 |[ Ftd". 
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本 章 重点 介绍 二 次 剩余 理论 及 其 某 些 应 用 ,其 中 二 次 互 反 律 
是 数论 中 重要 的 定理 ,在 数论 许 狗 方面 都 很 有 用 . 


$1 二 次 剩余 


在 一 般 的 二 次 同 余 式 中 ,最 基本 的 是 二 次 同 余 趟 
下 mod 天 人 2) 一 (1) 

我 们 有 以 下 的 定义 . 

定义 ” 设 产 >1, 若 (1) 有 解 , 则 叫做 模 数 普 的 二 次 剩余 ， 
车 无 解 , 则 叫做 模 数 普 的 二 次 非 剩余 . 

在 第 二 章 中 ,我 们 已 经 知道 , 解 同 余 式 (1) 归结 到 mx 为 素数 的 
情形 . 因为 mx 一 2 时 , 解 同 余 式 (1) 变 得 极为 容易 ,所 以 ,我 们 着 重 
讨论 到 一 户 的 情形 ,这 里 疡 是 一 个 育 素 数 , 即 二 次 间 余 式 

Tn tmod p}, (pn) = 1, (2) 


定理 1 在 模 数 pp 的 缩 系 1,2,'…:p 一 1 中 ,有 广 ( 一 1) 个 
模 数 记 的 二 次 剩余 和 元 (p 一 1) 个 模 数 p 的 二 次 非 剩余 , 且 
290 (£3 ) C3) 


就 是 模 数 5 缩 系 中 的 全 部 二 深 剩 余 ， 

证 设 1 所 ”所 六 一 1 是 模 数 户 的 一 个 二 次 剩余 , 则 二 次 问 
余 式 (2) 有 和解 xz, 显然 一 区 也 是 (2) 的 解 . 由 于 zx1 疾 p 一 
Yi (mod pp), 再 由 第 二 章 3 5 的 定理 1 知 {2) 者 有 解 ; 则 恰 有 二 解 . 
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于 是 ,不 失 一 般 , 可 设 1 志 xz 所 人 上 二 ， 故 由 1 < 所 声 -- 1,(zi， 
圭 zx 二 4 (mod pp), 可 知 n 必 与 (3) 中 之 一 数 相 等 .反之 ,(3) 中 之 
每 一 个 数 , 显 然 都 是 模 数 p 的 缩 系 中 的 二 次 剩余 ,而 且 (3) 中 没有 
两 个 数 是 相等 的 ,因为 ,如 果 (3) 中 有 两 个 数 相 等 , 设 为 1] 7 了 二! 


< (天 > 一 《4 则 有 有 
=, (mod Pp), 
即 得 
CNC mod py, 
因为 1 之 j 十 i 过 pp, 克 户 |j 一 站 与 所 设 1<<j<i 所 全 -矛盾 . 这 就 证 


因此 ,二 次 非 剩 余 也 有 个. 证 完 
定理 2 如果 是 模 数 pp 的 二 次 和 猎 余 , 则 
nj 王 1(mod p), (4) 
而 如 果 n 是 模 数 p 的 二 次 非 剩余 , 则 
nT 二 一 1(mod py C5) 


证 “如果 站 是 模 数 六 的 二 次 剩余 , 则 52) 有 解 ., 且 (zy 疡 ) 
二 1 ,利用 第 二 章 33 定理 5, 由 2) 推出 
1=xf-!'=n (mod pp), 
即 (4) 成 立 . 再 由 到 二 1(mod pp) ,推出 
Cn Dee 人 
因为 p 是 奇 素数 ,所 以 C1) 和 <5) 中 有 一 个 且 只 有 一 个 成 立 ,我们 
已 经 证 明了 ,和 如果 n 是 模 数 p 入 一 次 莘 余 网) 威 立 , 上 (3) 给 出 


了 x 全 二 1(mod 加 的 2 个 解 ,而 由 第 二 章 $5 的 定理 2 知 ,(3) 
给 出 了 它 的 全 部 解 二 是 定理 1 和 并 的 过 和 中 个 一 
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非 剩 余 给 出 了 x 入 三 一 1(mod p) 的 全 部 解 . 这 就 证 明了 若 a 是 模 
数 户 的 二 次 非 剩 余 , 则 (57 成立， 证 完 
显然 有 以 下 推论 . 
推论 2 是 模 数 户 的 二 次 剩余 的 充分 必要 条 件 是 za 一 
icmod p);n 是 模 数 pp 的 二 次 非 剩 余 的 充分 必要 条 件 是 ws 王 
一 1kmod p). 


8$2 勒 让 德 符号 


上 一 节 定 理 2 给 出 的 判别 wx 是否 模 数 p 的 二 次 镜 余 的 法 则 ， 
在 大 时 ,很 难 实际 应 用 . 现在 引入 勒 让 德 (Tegendre) 符 号 ,以 便 
给 出 一 个 易于 实际 计算 的 判别 方法 ， 

定 尽 设 疡 为 奇 束 数 ,( 疡 ,2 一 ] , 今 
ma 11， 若是 模 数 记 的 二 次 剩余 ， 

广 | 一 | 一 1 .若是 模 数 的 二 次 非 剩 余 . 
[ 


函数 | | 叫做 勒 让 德 符号 . 
由 勤 让 德 符号 的 定义 ,上 一 节 的 定理 2 可 改写 为 : 设 是 一 个 
奇 素 数 ,pw, 则 


| | =n3* (mod py. C1) 
由 (1) ,显然 有 | 过] 二 1 
由 于 三 n' (mod p} 时 ,n 和 nn' 同 为 模 数 p 的 二 次 剩余 或 同 为 
_ a in 
模 数 p 的 二 次 非 剩余 , 故 有 | 到 | 一 | 二 |]. 
当 4 二 0(mod p), 如 桌 我 们 定 文 | | 二 0, 则 有 下 面 的 定理 . 
定理 1 对 于 给 定 的 奇 素数 p, 勒 让 德 符号 | | 是 个 完全 
积 性 函数 ， 
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证 如 果 lm 由 lm 或 pl#, 故 | 他 | 一 | 宇 | | 区 一 0 如 
果 pren;y 则 产 +o sp s 战 
| 要 | 二 (mw 所 mn 与 一 | | " ] (mod p) (2) 
人 
于 是 , 当 n 王 土 2" qr “qe :其 中 2 ) 
是 素数 时 ,有 


A 2 "| [全 | 


se 个 整数 ,计算 | 二 | 时 ,只 需 算出 下 面 
的 三 种 值 : 


| | |， | 于 | ke 为 奇 素数 ) 
定理 2 对 于 每 - -个 奇 素数 ,我 们 有 
上 i1l; 若 记 寺 1] (med 4)， 
地]= (一 


一 | 1, 苦 二 3(mod 4), 
证 因为 


(— 1) (mod p), 


册 


定理 3 对 于 每 一 个 奇 率 数 ,我们 有 
12 21-(- DA 一作 p 三 土 1 (mod 8)， 
| 一 ] ,车 三 十 3tmod 8)》， 
证 考虑 以 下 个 同 余 式 
p—l1=l(—1)(mod p}, 
2=2(—1) tmod 户 )， 
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”一 


p—3=3(—1) mod p), 
4 二 4( 一 ]) tmod p), 


r= 1) mod p), 


| 生生 , 若 疡 生 3fmod 4)s 


| 好 .车 p=1(mod 4)， 


将 以 上 8 个 同 余 式 相 乘 .注意 左边 都 是 偶数 ,得 
2， 和 4， Gp—3)(p— Ds=| 3 |)! (1) et ‘(meod p), 


即 2 | | =| {| (DF! mod p). 


2 
因为 外人 | 和 和 23 和 je 户 ) , 故 


0 (mod p), 
又 因为 p 是 奇 素 煞 , 即 得 
了 CD 证 完 
33 高 斯 引 理 


19 世纪 初 , 高 斯 证 明了 以 下 结果 ,通常 称 高 斯 引 理 . 
定理 1 (高 斯 引 理 ) 设 ， 是 一 个 奇 素数 ,(P,m 一 1, 且 方 (p 一 
1 个 数 


人 


Cn ps 2p 了 ‘1) 


中 有 普 个 大 于 方 P, 则 
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| 将 


\F 
让 以 玫 14 表示 (1) 中 所 有 小 于 六 名 的 数 ,上 + 1 表示 


I 二 {一 11)”, 


(1) 中 所 有 大 于 的 数 ,显然 ,1 十 m 二 tp 一 1), 且 


1 
El 


| 


—1: 
kn 一 | 全 | in 所 ~ Cmod 疡 )， 2 
1 ! 


{elo= 


r> 1 


疡 一 也 在 1 和 六 (p 一 1) 之 间 , 故 人 太一 下 和 二 1 一 


水 ) 是 1 和 亏 (P 一 1) 之 间 的 方 (z 一 1) 个 数 ， 现 证 这 六 ( 户 一 1) 个 数 
各 不 相册 ,这 只 需 证 4, 天 岂 一 记 . 如 果 一 思 一 态 , 则 有 


p—1 
2 


E 


TH ymod p} 1 Sr ,| yA 


册 Zz 十 y 汪 tmod pp), 
此 不 可 能 , 故 


由 (2) 
ee 
二 (一 "aTls 圭 (一 1)"| 2 | 1n3 (mod p), 
喜 得 i 
nS 1)"(mod p). 
由 于 7 =| | (mod p) , 才 


[=mod p), 


即 得 | 如 | 一 C 一 1)”. 证 完 
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由 高 斯 引 理 ,可 给 $2 中 定理 3 的 另 一 个 证 阴 ， 
在 定理 1 中 取 2 一 2, 则 (1) 给 出 


现 求 出 适合 


b -| hi 
5 <2k<p| 即 了 < | 


住 iil!Iz 
的 的 个 数 , 即 得 mm 二 | 她 ]--| 1 
令 p 二 8a 十 rr 二 1;3,5,7, 则 得 
m=24 十 | | 一 | 卫 | 二 0,1 1] ,0tmod 23， 
2 e+ 
[= 1 ) 二 , 
高 斯 引 理 可 以 作 邵 下 推广 . 首先 给 出 个 定义 . 
定义 ” 设 p 是 一 个 奇 素数 ,如 果 2 个 数 记 ,… ,rs ,使 得 
一 1 个 数 土 1, 土 Yo,"*, 土 ri 组 成 模 数 p 的 一 组 缩 系 , 则 称 Ts 
: "re 1 是 模 数 记 的 一 组 半 系 . 


我 们 有 下 面 的 定理 ， 
定理 2 设 ph re 是 模 数 户 的 一 组 半 系 :是 


nr 1 mod p), i < (3) 


则 


证 由 于 rs roi 是 模 数 pp 的 -一 组 灶 系 ,所 纪 (3) 中 的 
e《mod 2) 和 7 都 是 惟一 决定 的 . 现在 我 们 来 证 明 如 果 i 关 j, 则 
i 了 关 六 .否则 ,由 


一 一 一 一 -一 ~ 


nr rmod £), 


各 
narir (mod p), 
推出 
N77) 二 二 nr (mod £), 
即 得 


"Str (mod p), 

出 于 mrp! 是 模 数 rr 的 -组 半 系 ,上 只 能 有 一/。 与 所 设 予 大. 
这 就 证 明了 Flr "| 2] 是 1 el 的 菜 一 个 排列 : 艳 将 (3) 中 
的 一个 同 余 式 相 钱 ,得 


全 
RF ire SC— Dr i (mod p). 
2 2 
由 于 lr…res1, 喜 
£o 
一 ep 
nT 1) mod p), 
印 得 
1 
六 全 ， 
[本 证 完 
推论 设 phn， 
ni=(— 1 (mod p), 1 
如 
六 
| p | C 1» 中 
其 中 此 表示 Ej""* "Ce! 中 奇数 的 个 数 . 


£1 


证 因为 > 二 1(mod 2), 
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实际 上 ,这 个 推论 就 是 高 斯 引 理 ， Se ,为 偶数 时 
Top 一 (一 总 ， fp 为 奇数 时 <1, 二 pp 一 站 > 号 , 夏 守 就 是 41) 中 大 于 


了 的 个 数 . 


34 二 次 互 反 律 


利用 高 斯 引 理 ,高 斯 证 明了 著名 的 二 次 互 反 律 . 
定理 (二 次 互 反 律 ) 设 >2,9>2 是 两 个 素数 , 户 去 9g, 则 
| 二 | | En 
证 首先 ,我 们 利用 高 斯 引 理 来 计算 | 全 |， 

当 1<k< ,有 


tq—gptrog™ |[ 特 ]， 1 所 一 1. 


必 


a 一 ZS b 一 > 
此 处 ea, 和 书 的 会 意见 3 中 定理 1( 取 一 人 的 证 明 , 则 得 


4 十 五 一 > (1) 

由 高 斯 引 理 的 证 明知 ,ar 如 一 六合 12 一 12) 正 
好 是 1,2,…, 二 (一 1) 各 数 , 故 有 

ltt te 十 mt 一 人 2) 


£51 


-4 一 3 = p> 十 3 二 pe 二 a 二 Bb. (3) 
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(3) 式 减 去 (2) 式 得 


应 -上 


用 之 | 
a 员 (2 一 1 ~ P24 一 = mp 28, 


故 
£1 

m 二 Slmo 2)， 

即 得 
3 二 
二 让 
(I= CD"= (1 (~ DD 襄 L# 
i! 

同 理 可 证 

P| [LY] 

| |= (1) 


剩 下 来 ,只 和 需 证 明 


i Tl 


St 


上 一 


设 
ory gr— py, 


1 


当 =124 全 ,1124 8 二 时 ,了 Cx,y) 取 
Ppl. go—1 
2 


2 


个 值 , 生 没 有 两 个 值 相等 ,否则 
Fry Fry 0 
即 
《六 一 人 gs (y— y')p, 
推出 
plzx—r, gly—y'， 
故 x 二 x ,y 王 y'. 这 就 证 明了 对 于 不 同 的 有 序 对 《x,y) ,Aryy) 取 


104 第 站 章 二 次 璋 余 


不 同 的 值 .下 面 来 计算 其 中 正 值 的 个 数 和 负 值 的 个 数 , 对 于 每 一 个 
固定 的 z,F(z,y)>0 当 且 仅 当 ?<<2 ， 即 y<| 坚 |, 因 此 全 部 正 
值 的 个 数 是 


区 
tp 
类 似 可 证 全 部 负 值 的 个 数 是 
Se 
这 就 证 明了 (4). 证 完 


二 次 互 反 律 可 以 用 来 决定 对 于 给 定 的 整数 x 和 素数 思 ,n 是 
否 是 模 数 5 的 二 次 剩余 ;也 可 以 用 来 块 定 对 于 给 定 的 整数 ,有 了 哪 
些 素数 p 使 是 模 数 的 二 次 剩余 . 下面 就 来 举 网 个 例子 . 


例 1 设 思 = 593,n 二 438, 计 算 | S53|- 


593 
因为 438 一 2 。 3。73, 故 
4381 1 2 11.3 11 
(305) = | so3) | 553) (363) 
因为 593 寺 1(mod 8) ,再 利用 二 次 互 友 律 和 前 面 讲 到 的 有 关 性 质 
有 


3) -| 3 各) = 5) [| = 一 
故 438 是 模 数 593 的 二 次 非 剩余 . 
例 2 决定 所 有 的 首 索 数 户 ,使 3 为 模 数 户 的 二 次 剩余 ,同时 
决定 所 有 的 奇 素 数 ,使 3 为 模 数 的 二 次 非 剩 余 . 
首先 p 冯 3, 由 二 次 互 反 律 ,我 们 有 
(=| 对 全 . 


当 轧 一 12k 十 1 形 的 素数 时 ， 
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于 力 二 12 站 十 5 ey 


二 于 142 
ba 一 | 3 了 | (一 1) 1. 
Gp=12k 二 7 有 的 这 娄 时 
|. 6813_ 
| ;| = | (一 1) 1 ， 
当 pp 一 128 十 11 形 的 来 数 时 ， 
| i 2 | 让 
[| 一 下， 


故 当 上 二 士 1(mod 12) 时 ,3 为 模 数 户 的 二 次 剩余 : 当 三 
十 5ftmeod 12) 时 ,3 为 模 数 户 的 二 次 非 剩 余 . 

一 次 互 反 律 是 数论 中 一 个 深刻 的 结果 ,除了 能 够 方便 地 计算 
勒 让 德 符号 外 ,在 数论 许多 方面 都 非常 有 用 . 这 个 定 埋 是 由 网 拉 提 
出 ,高 斯 首先 证 明 的 . 到 日 前 为 上 ,已 经 有 了 一 百 五 十 多 个 不 同 的 
证 最 .由 一 次 互 反 律 引 伸 出 来 的 工作 ,导致 了 代数 数论 的 发 展 和 类 
域 论 的 形成 . 


SS 二 次 剩余 理论 应 用 举例 
本 节 介 绍 二 次 剩余 理论 在 整数 循环 序列 ,二 元 周期 序列 和 不 


定 方程 等 方面 的 - 些 应 用 . 
定理 1 证 各 是 一 个 卢 上 斯 序列 , 即 


= 和 全， HO jet 1)» 

其 中 e. 有 为 以 下 整 系数 二 次 方程 的 两 个 根 : 
和 一 北 十 名 一 D (名 一 1 C2) 

再 设 9 是 一 个 奇 素数 ,yg1TQ,D= 六 一 4@, 则 
qx, (3) 


(3) 中 | 元 | 是 勒 让 德 符号 . 
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证 由 (2), 可 设 


_PtvD 8 一 v 忆 
2 " 之 ， 


Ha a—p D1 


2 gp tt | PD+ tPA ,2 [pT +DYT. 


gp tl | PD+ tp 2 D+D 


xu=D | 二 | 一 土 14nmod gq). 


而 
Zu = (gt P+ | PT Dt 
+ || PD + rp), 
由 于 g|| ”| Case<e 一 2 大 


2 =P| 1 十 | -| (mod 9g). 


如 果 | 芝 | = 一 1, 由 (5) 得 4 lworis 如 果 | 苹 | 一 1, 由 (5) 可 得 
z uti=P (mod g) 
利用 第 三 章 83 8 的 定理 1， 
Wt = Pu — rn 
由 《4).(6)、(7) 可 得 
Qu, 1mod gq), 
由 于 gt@, 故 得 g|a, 1 综 上 所 述 , 我 们 证 明了 (3) 式 . 
这 个 定理 使 我 们 得 到 某 些 大 数 的 一 个 素 因 子 ， 


{44) 


6) 


(7) 


$5 二 次 剩余 理论 应 用 举例 107 


CO 


取 卫 二 4; 包 二 1, 利 用 卢 卡 斯 序列 (参见 第 3 章 88 字 )， 
w=2 1 
1930 年 , 葬 梅 给 出 了 判别 龙 什 涅 数 2% 一 1 是 否 素 数 的 一 个 有 效 方 
法 ; 设 g 是 一 个 奇 素数 ,定义 序 刚 
Ls=4, 区 1 一 《一 2》o il， 
则 2? 一 i 是 素数 当量 仅 妆 
LL,_:=0. 


定理 2 不 定 方程 
y= 二 3 a， (BS) 
当 4 二 1(mod 4),5 圭 土 2Cmod 6), 朋 妆 没有 12k 土 5 形 的 案 因 子 
时 ,无 整数 解 . 

证 ” 当 *=0Cmod 2) 时 ,08) 式 取 模 数 41, 得 y 圭 3(mod 4) ,这 
是 不 可 能 的 . 当 了 < 关 3Cmod 4) 时 ,(8)? 式 取 模 数 4, 得 二 
2 (mod 4), 仍 不 可 能 ., 故 可 设 + 圭 1 (mod 4) ,再 对 (8) 取 模 数 3 可 
得 

元 一 CCmod 3)， 
因此 x 三 aa 十 1tmod 3). 当 z 寺 atmod 3) 时 ,有 天 二 amod 9)， 
由 (8) 纵 出 y: 寺 3(mod 9), 这 是 不 可 能 的 . 当 三 a 十 1 mod 3) 时 ， 
有 
x 十 ur 十 a: 二 1 tmod 3)， 
和 
开 十 az 十 ie=3mod 4)， 
故 
x 十 dr 二 Td 半 7? (mod 12). 
于 是 ,zx 二 az 十 好 的 素 因子 木 能 是 3, 也 不 能 都 是 12 士 1 形 的 数 ， 
故 存 在 素数 pz 十 axr 二 a, 思 三 十 5(mod 12), 出 (8) 得 
Y=36 (mod p). 《9》 


而 pb 加] 一 | 这 | 一 一 1 与 (9) 式 蔬 盾 . 证 完 
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最 后 ,我们 介绍 二 次 剩余 理论 在 二 元 周期 序列 中 的 一 点 应 用 . 
在 数字 通信 系统 中 ,广泛 采用 取 值 为 士 1 的 周期 序列 . 

定义 ”二 元 序列 

Adorairdar ti 或 一 1 一 0,112,7") {10) 
叫做 周期 序列 ,是 指 存 在 正 整数 上 ,使 
dnte = 01], 

满足 以 上 条 件 的 最 小 正 整 数 #, 叫 做 序列 (10) 的 周期 . 

显然 ,如 果 右 正 整 数 访 使 ge 一 Go 一 D 1 2 ， 刚 : 7 

设 序 列 (10) 的 周期 为 1， 


1—] 
cD = Da, OlEL—1, 
上 


ct0) 一 1 岂 禾 序列 0) 的 自 相 关 主 值 ,eetlstst 一 1 叫做 序列 
(10) 的 自 相关 非 主 值 ， 
定义 设 
c= max le (i) | ， 
如 果 “= 很 小 . 则 序列 C107 叫 做 自 相 关 和 良好 的 序 列 . 
自 相 关 良 好 的 取 值 圭 1 的 序列 ,在 数字 通信 中 有 用 ， 
定理 3 设 记 是 奇 素数 , 定 儿 (10) 中 


| 于 | ,车 ph 
1 ， 车 Pin. 
则 有 
ci 
£ 
证 因为 wp 二 0, 二 0,1,…, 故 其 周期 为 p. 否则 ,周期 
i 二 1 ,推出 a 二 一 Qs 一 … ,这 是 不 可 能 的 . 当 1 所 /所 pp 一 1 时 ， 


一 |] 户 一 ] 
tt 一 1 Yau 一 二 (ee 十 A 1 十 >, Cait) 
p 证 -站 记 点 一 ] 


此 二 站 一 上 
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1 下 十 “| | 
产 


亚 声 看 一 


jd + |). 


因为 (Lp 一 1 时 ， 和 和 -1( 多 本章 习题 ), 故 


尖 
i 
自 
名 
中 > 


三 1 (mod 4)， 


， 若 上 三 10mod 4)， 
3 


‘= max ,| 人) A 
1 sp 月 
定理 3 给 出 的 序列 也 叫做 二 次 剩余 序列 , 当 p 较 大 时 , 它 自然 


是 - :个 自 相 关 良 好 的 序列 . 


证 先 


36 二 次 同 余 式 的 解法 和 解数 
对 于 二 次 同 余 式 
Tr 二 nl(mod p)， pp 是 奇 素数 ,phy. C1) 
如 果 勒 让 德 符号 | 二 | 一 一 1, 则 无 解 如 果 | 乞 | 一 1, 则 (1) 有 解 . 当 
p 不 太 大 时 ,可 将 zx 二 1,2,…, 人 3 一 直接 代入 (1) 中 求解 .但 是 当 p 


大 时 , 求 出 (1) 的 解 却 不 是 一 件 容易 的 事 . 
我 们 有 以 下 的 定理 . 


定理 1 设 | 过 | 一 1, 则 有 
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中 当 p==3(mod 和 时 ,十 oo+0 为 (1) 的 解 
避 当 pp 寺 5(mod gy nt =1(mod 及 ) 时 , 士 m8c+3 为 (]) 


的 解 ; 当 户 夺 5 (med Bynes 1 mod 方 ) 时 ， +| 往 | 1 


atte+a 为 (17 的 解 . 
证 个 当 pe=3(mod 4) 时 , 因 | | 二 1, 故 


1 


nz ==] (mod p), 
即 得 
| nr | “=n(mod 户 )， 


加 当 p 二 5Ctmod 8) 时 , 先 求 4 一 一 1 的 解 . 由 威 尔 进 定理 ， 


op 1 。o| 尼 一 1 .| Pt or 
1 二 (2 一 DT -1 2 | pp) 
i _ 2 
| 全 {mod pp) 
和 
一 一 ] ， 
因为 | 二 | 一 1, 故 
nz 一 1=0Cmod py). 
n 适合 
n+- ==1 (mod p), 
或 
#4 = 1(mod p) 
时 ,分 别 给 出 
( ne | “ 址 nn(mod 办 
和 
| 1 
几 刀 中 六 | =n(mod py). 证 完 


定理 2 设 p 二 1(mod 30| 号 -1.|$| 一 一 1, 则 同 余 式 (1) 
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有 和解 
十 pr Vs， 
其 中 产 满足 如 一 2 十 1,248 ,4 宇 0 是 菜 个 整数 ， 
证 ”由 pp 寺 1mod 8) ,可 设 疡 一 2 十 1 3，2. 


i al NN _ 1 
由 | 方 j 一 1 人 | 一 一 1 我 们 得 出 


mi 1(mod 户 )， 
PN *=~1(mod p). 
因此 下 面 的 两 个 同 条 式 有 且 只 有 个 成 立 
a” =](mod p), 
nn “二 一 ] (mod 疡 )》， 
次 有 非 久 整数 5 一 h(tfF 二 0 或 1) 使 
nN (mod p) 
成 立 . 
于 是 下 面 两 个 同 余 式 有 上 且 只 有 一 个 成 立 
有 NY 1(mod p), 
NY “=—1(mod 户 )， 
此 叉 有 非 负 的 55 一 se 十 24hf1( /1 一 0 或 19 满 是 下 式 
ne NM” "=1(mod p). 
因为 是 有 良 整 数 , 故 必 有 一 非 负 的 5 使 得 
ne NY (mod p), 
战 
nN®=ntmod p), 
部 
[nN =n(mod p). 证 完 
对 于 二 次 同 余 式 的 解数 ,我 们 有 以 下 证 理 . 
定理 3 设 户 是 素数 ,pa ,二 次 同 余 式 
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zx:=n{mod £), 10, (2) 

在 p>2 时 ,有 1 十 | 方 | 个 解 , 在 P 一 2 时 ,有 下 面 三 种 情形 ， 

山 ?二 1, 则 有 一 个 解 ; 

人 1[ 二 2, 当 三 1(mod 4) 或 三 3Cmod 4), 有 二 个 解 或 无 解 ; 

生 ， /一 ?2, 当 ww 三 1(mod 8) 或 4 了 关 1(mod 8), 有 四 个 解 或 无 解 . 

证 在 记 守 2,ptan 了 时 ,因为 x: 寺 rx(mod 户 ) 与 + 寺 0mod pp) 无 
公 和 解 , 由 第 二 章 3 7 定理 的 推论 ,得 此 结论 . 

在 户 一 2 时: 

DD 一 1 ,显然 只 有 一 个 解 ; 

一 2,7 三 1] (mod 4 时 有 二 个 和 解 阅 一 士 1 后 沽 3ftnod 4)》 
时 无 解 , 故 结论 成 立 ; 

加 2 时 ,车 n 关 ltmed 8)， 则 (2 无 解 ,否则 (2) 的 解 工 必 
为 奇 ,由 C2) 给 出 4 三 1(mod 8) ,与 所 设 和 矛盾 . 车 *=1Cmod 8) ,在 
[一 3 时 ,显然 有 四 个 解 :1.3,5.7. 当 /3 时 ,我 们 用 归纳 法 来 证 明 
?1fmod 8 时 52) 有 解 : 设 2 满足 居 二 rmod 2 0) 显然 2ay 刚 

Ca 2 pb =a Fab? 2 hea 二 +b2 (mod 2). 


取 p= 由 上 式 知 4 十 2 纺 满 足 x 二 n(mod 20. 现 设 mh 为 
三 X(tmod 2 ) 的 一 个 解 , 则 土 x., 士 z+. 十 2' :是 它 的 四 个 解 . 现 设 
Xx; 是 三 rtmod 2 的 任 一 和 解 , 叫 

Cr Xr 二) Omod 2), 
因 zx: 一 yza 十 zl 篆 为 眉 数 , 故 上 式 给 出 


7 T 十 


和 1 一 
了 5 一 ==0(mod 之 一)， C3) 
这 十 让 | 
又 因 zx; 为 奇 , 故 守 :5 一 奇 一 伽 ,(3) 式 给 
=0(mod 27) 
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Et=0(mod 2 2)， 


阁 zf: 二 十 2 或 x 一 一 x 十 R21, 无 论 哪 一 种 情形 ,x; 与 士 zi， 


士 z 十 2 之 一 模 2 同 余 . 这 就 证 明了 / 汪 3 时 ,x 三 na(mod 2 有 
四 个 解 . 


3$7 雅 可 比 符 苇 


计算 勒 让 德 符号 | 二 | ,需要 把 分解 成 标准 分 解 式 ,这 常常 
是 很 麻烦 的 ,这 也 是 运用 勒 让 德 符号 进行 计算 时 的 缺点 , 避 开 这 个 
缺点 的 一 个 方法 就 是 引进 雅 可 比 (Jacobi) 符 号 ， 

定义 证 六 是 -- 个 正 奇 数 下方 ip 是 素 
数 , (Cm.n) 二 1, 则 


| 去 | 一 [[ | 这 | 
叫做 雅 可 比 符 号 . 
例如 ,| 让 | 一 1; 如 (asm) 一 1, 则 | 和 | 一 1 
它 的 计算 法 则 ， 容易 由 勒 让 德 符 号 的 性 质 推出 .下 面 的 定理 1 
是 显然 的 . 
定理 上 设 吉 ,mm 为 正 奇 数 . 
中 车 nn 寺 n1 Cmod 志 } 和 (5.2) 二], 则 


1， 
去 |=| " 

ml 出 | 

| a 


一 | -2 


| 六 pi | pie | 


着 a 一 二 1， * 则 
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2 “ol 


定理 2 (如 =D 
证 因为 
m= [[#.= | 一 DD) =1+ >.(p—1) 


+ 2 pC Dp lt， 


Ir st 


纹 由 上 式 可 得 站 生 1 十 之 人 一 1) Cmod 4), 即 


= > OO Lomod 2 )， 


于 是 


定理 3 [有 = (—— 1)E Em 
证 国 为 
5 一 | + 天 一 一 1 十 人 ,pC—1) 
4 一 1 : 1 


十 六 ( 要 一 1( 让 一 ]) 十， 


[Es | 


而 pp 圭 1Cmod 8}G 一 111, 故 得 
Sp? — 1) (mod 64), 


ii -- 1 
即 
m1 xnp 
= 之 (mod 2) 
于 其 


[= 耳语 = 六 DT 


定理 4 若 咒 与 是 二 个 正 奇数 , 且 (m,n) 二 1, 则 


3 天 素数 为 平方 和 115 


下 人 -os 


证 壕 六 一 :2 二 | A A 均 为 素数 ， 
| rf-1 


则 
| 『 i gq, 
到 = = 
[4 ll 加 1 加 
f= 2 2 > Cp — 1) Fe 1) 
-Fp -D3 (gq, 一 1). 
在 定理 2 中 已 证 六 ) 二 CA 一 】 二 了 人 一 4) (med 2), 故 
/二 六 (me 一 DC 一 DCmod 2)， 
得 


[外 吾 | 一 (一 D 生 3 证 完 
nn 


从 以 上 几 个 定理 可 以 看 出 , 雅 可 比 符号 具有 勒 让 德 符 号 一 样 
的 计算 法 则 , 当 坟 是 正 奇数 时 ,不 需要 把 分解 成 素 因 数 的 乘积 ， 


所 以 计算 起 来 更 方便 . 在 /二 1 时 ,| 六 | 的 值 与 勒 让 德 符号 | 七 | 的 
值 相 等 .在 1] 时 ,如 果 | 蕊 | 一 一 , 则 到 atmod px) 无 解 .人 得当 
一 1 时 ,x 三 n(mod 区 }) 不 一 定 有 解 . 例如 


,Hh 


圭 2Cmod 9) 汽 解 ， 


| 本 | 一 1, 而 同 余 式 


38 表 素 数 为 平方 和 


不 是 所 有 素数 都 能 表 成 二 个 整数 的 平方 和 ,例如 由 于 六 十 
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三 0,]1,2(mod 4), 故 p 三 3Cmod 4) 时 ,p 不 能 表 为 平方 和 . 在 本 市 
中 ,我 们 将 证 明 p 三 1 Cmod 4) 时 ,p 可 表 成 平方 和 . 

定义 ” 设 整数 能 表 成 二 个 平方 和 

n= 二 ， 

如 果 (x;y) 二 1, 则 称 » 能 本 原 的 吉成 二 个 平方 和 . 如 果 由 一 
,50) ,推出 4 一 x 一 y 或 a 
一 y'9 二 x: 则 称 表 法 惟一 . 

定理 1 设 户 是 mx 的 一 个 奇 过 因 于 ,p 能 表 成 二 个 平方 和 ,mm 
能 本 原 的 表 成 二 个 平方 和 , 则 也 能 本 原 的 表 成 二 个 平方 和 . 

证 设 

mz: 二 yr y) =1, 


户 二 a 十 六 ， 
故 有 
Cuar—by (taribhy)—a rr — by atr ity) ya tre) 
尘 0(mod p), 
因此 plar 一 记 或 plazr 二 6y. 设 plar 一 iy,; 因 为 
mp = tur- boy) tt (uy hry, (1) 


故 playv 二 Bz 设 tar 一 yay 十 px) 二 pg， 则 有 
palatar—by)tbtaytbr) = 2p, 
pailatlaytbriptar—by) = yp, 

因为 (x,y) 二 1, 故 g 二 1. 由 (1) 得 


LN = 人 | ay hr “ 
pp -| | 下 | 户 
居所 个 平 和 pic 时 -要 人 二 


证 完 
定理 2 天 十 1 的 每 一 个 素 因 子 吉 能 表 成 二 个 平方 的 和 ， 
证 n= 二 1 时 ,2 一 上 二 二 , 完 旭 成 立 , 现 设 定理 对 nn 渤 m 一 1 
(有 2 成立 , 即 
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1 二 1,2 十 1 十 lr 一 1)? 填 1 
的 每 一 个 过 因子 都 能 表 成 三 个 平方 的 和 . 现在 ,我 们 来 证 明定 理 对 
4 一 区 时 成 立 . 如 果 记 | 于 1 有 旧 记 过 志 则 EGm 一 p)7 二 1; 故 由 归 
纳 假设 户 能 表 成 二 个 平方 的 和 . 如 果 pp | 十 1, 且 p 六 以, 设 
p11 一 Jp 二 qe9svg, 是 素数 ,= 中 ,出 9, 之 1， 
由 归纳 假设 ,gq (i 二 1,-… ,上 能 表 成 二 个 平方 的 和 和. 再 由 定理 1 旬 


“一 能 本 原 的 表 成 二 个 半 方 的 和 ,继续 消去 gar'"m eg: 展 后 可 知 


于 元 1 一 请 可 表 成 个 平方 的 和 证 完 
由 定理 2 不 难 推出 定理 3. 
定理 3 每 -个 形 如 4” 1 的 素数 能 表 成 一 个 平方 的 和 ,是 
表 法 惟一 ， 
证 p=1(mod 4) ,出 一 1=| | 和 | | 《mod 户 ) 和 定理 > 知 
户 能 表 成 二 个 平方 的 和 和. 现在 来 证 明 表 法 惟一 . 设 
sk 
P=a ti dO0b0, 
由 定理 1 的 证 明知 piar- By 或 plazr 十 by. 又 有 
P= ar by) Cay bey), 
如 果 plar 一 gy; 由 于 ay 十 Bx 关 0, 上 式 给 出 az 一 By 一 0, 因 为 (a,) 
二 (zy) 二 1, 臧 有 a 二 yb 二 x ;如果 pp|axzr 十 by, 由 
p= (artoy) 二 tay br):, 
故 uy 一 pz 二 0, 推 出 a 二 x,8 二 vw 故 表 法 惟 . 证 完 


号- 人 
设 户 二 1(mod 4),(k,p) 一 1is() = D>) 一 | , 则 有 


,2 


] 1 ， 
户 一 | | 十 | 六 sa) 


其 中 | 也 | 一 1,| 各 = 一 1 
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这 个 结果 的 证 明 , 这 里 不 准备 给 出 了 . 可 参看 华罗庚 的 《数论 
导 引 3》 第 七 章 3 8 的 定 埋 6. 

最 后 ,用 抽 必 原理 给 出 定 霸 3 的 妨 个 证 明 ， 

定理 3 的 另 一 证 骨 ， 


因为 | -| 一 1, 放 有 整数 * 存 在 ,使 
5 二 1] 二 (mod 记 ) 5， 户 ) 一 1. 《人 
泛滥 sy 一 Try 一 DLLv pz 一 01 [vv 疡 ], 击 有 
CCLY 声 ] 十 1 和 个 yy 一 z 的 值 产生 ,而 CLY pj 十 1)* 之 pp, 由 抽 展 原 
理 , 存 在 次 组 myziyvyszys 司 
SYI— T= Tmod py). 
由 (sp) 一 1 易 知 谍 基 zor yi 了 yz 本 妨 设 训 六 全 二 一 yy 
二 十 (Tl 一 Xa)>0, 故 有 
sy 二 二 Xmod 由) (3) 
这 里 0<3?< vv 疡 ,0<z< w 疡 ， 
因为 (3?，, 疡 ) 一 1, 故 有 整数 y 满足 yy ' 寺 1mod 天 )， 3) 给 出 
三 士 zy (mod p), 于 是 , (2) 给 出 xi(y 十 1 三 0tmoed 六 )， 栈 
十 二 0tmod pp ,而 0 十 yy 世 2P; 便 及 十 二 记 . 表 法 惟 … 
同 前 … 证 法 . 证 完 
类 似 的 方法 可 以 证 明 拉 格 朗 日 的 一 个 定理 ;每 一 个 正 整数 都 
能 表 成 四 个 整数 的 平方 和 .下 一 节 , 我 们 就 来 证 明 这 个 和 定理 . 


$9 表 正 整数 为 平方 和 


为 了 证 明 每 一 个 正 整 数 能 表 成 四 个 整数 的 平方 和 ,需要 以 下 
的 恒等式 . 
《好 十 可 十 所 十 P20 (TI 十 允 十 本 十 4 和) 二 Yi 十 褒 十 半 二 (1) 
此 处 
V1 boro hrs brs 
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3 hat hr Hs 
ya = hat bra 一 帮工 4 
划一 看 Oa 
恒等式 (1) 可 以 直接 验证 ,也 可 以 用 下 面 的 方法 推出 ， 
显然 ,有 恒等式 
(ee thp tee tadd =(act pdac toda) 
{ad —ée ad —é ee), C2) 
令 et i 
a 一 在 一 证 bd =6 oid =r Tizard rl, 
代 和 大 (2) 式 , 即 可 得 出 (1) 式 ， 
定理 ”每 一 个 正 整 数 都 能 表 成 四 个 整数 的 平方 各. 
证 由 于 1 二 1 二 他 二 合十 六 ,2 二 了 二 世 十 癌 十 0 以 及 恒等式 
(1) 只 需 证明 每 一 个 奇 素数 都 能 表 成 四 个 整数 的 平方 和 | 
先 来 证 明 ,如 果 p 是 一 个 奇 素数 , 则 有 整数 x ,ym 存在 使 得 
1 十 十 二 mp 2 守 庙 之 让. 


二 Cp 十 D 个 整数 一 1 一 (0<iy 所 Cp 一 1)) 模 数 也 不 同 余 ,这 
两 组 数 共 有 pp 十 ] 个 ,而 模 数 pp 只 有 卢 个 剩余 , 故 在 这 岩 组 中 , 必 
然 存 在 着 两 个 彼此 模 数 疡 同 余 的 关 和 - 1 一 y ,这 就 得 出 了 
Tl—»y (mod »), 
或 
] 十 十 二 pp， 

又 因 人 0 过 1 十 下 十 之 1] 十 ?| 请 | 二 pr, 散 有 0 

以 上 证 明了 站 有 一 正 的 倍数 能 表 威 四 个 整数 的 平方 和 . 因 
此 ,pp 有 一 个 最 小 的 正 倍 数 能 表 成 四 个 整数 的 平方 和 , 记 为 

mop—= ri pb, (3) 


现在 来 证 明 man 二 1. 和 否则 :HH 设 1] < pp. 和 完 证 有 明 ,smo 是 奇数 . 起 
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定 m 是 人 悍 数 , 则 xi 十 zz 十 zz 是 偶数 ,因此 或 者 (ze srs ;这 
都 是 偶数 ,或 者 名 它们 全 是 奇数 ,或 者 名 它们 当中 有 两 个 育 数 和 两 
个 偶数 ,可 设 zi;zx 是 侦 数 ,xr;,x, 是 奇数 ,无 沦 哪 一 种 情形 ,都 给 
出 

TT Te a 
全 为 伪 数 .因此 ,由 《37 可 得 
De 


1 
人 ,p=| 


| | + + | ti |] ， 


县 一- >mop 能 表 成 四 个 整数 的 平方 和 ,这 文 与 mo 的 定义 耶 盾 ,i 故 mr 
趾 奇数 
由 于 Mi 是 奇数 , 故 7202 了。 1 不 能 全 被 Hin 所 除 尽 ， 


因为 ,否则 由 53) 将 有 zi pip, 这 与 ] 过 mo 过 地 盾 .于 是 ,由 第 一 
章 92 中 的 结果 知 , 可 选择 束 煞 HEE ERLE 使 得 


也, 一 中 十 yy (他 一 1.2.3, 4)》 4) 
满足 
jy Cr 一 1 234)， 
和 
Yi yy 
故 有 
0<R 十 六 十 并 十 六 < 二 oo 一 zi. 
再 由 3} 和 *4) 得 
十 让 十 六 十 各 寺 一 十 训 十 寺 0 (mod p16)， 
即 
十 十 十 Yi 二 on 【57 
由 恒等式 人) 及 (3 (05 两 式 邵 知 有 四 个 整数 xlssyzaygi 使 得 
mp 二 zi 十 2 十 生 2 十 之 !， (6) 


上 且 由 恒等式 (1) 及 (3),(4) 两 式 得 


1 
< 一 Dy, 一 > x: 一 Dtmeod Mn, 
+ 一 | r 一 外 


gio NMod ni), 
Sam yOmod pn}, 
zs = | tay Xmod po}, 
故 可 与 2 二 wt,(i 二 1.2,3,4), 代 人 人 (6) 式 即 得 
Wp 二 并 十 在 十 二 十 直 ， 
这 上 与 ms 的 定 几 也 盾 . 这 就 证 明了 zs 二 1. 证 完 
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1， 分 别 求 出 模 23 和 37 的 二 次 剩余 和 -次 非 剩 余 . 
2. 用 1 的 定理 2 指出 下 列 回 余 式 解 的 个 数 ; 

oD rmod $41}; 

(mod 31); 

a (mod 31). 


3， 用 高 斯 引 再 计算 { 襄 | ,| 二 | 的 值 
1， 求 出 以 一 2 为 模 数 p 二 次 剩余 的 家 数 p 的 一 般 表达 式 和 以 .2 为 模 
数 p 二 次 非 剩余 的 素数 p 的 一 般 表达 式 . 


5， 在 上 甄 中 把 -2 换 或 …3. 
8， 证明: 如 果 坟 三 士 ] med 10), 则 | 困 一 1; 由 有 果 pp 三 车 3Cmod 10)， 则 


| = ~…1, 其 中 p 是 一 个 奇 素数 


7. 汪 明 : 如 果 素数 一 44 十 1, 且 4 ix, 则 | 乌 ] 一 1. 

8， 证 一: 车 #0.d# 十 3 和 Bx 十 ? 稍为 素数 , 则 龙 什 涅 数 1 是 合 数 ， 
H Bat 7 | Ms 

3， 解 下 列 同 余 式 : 

人 tneod 37)1 

+ 二 23(mod 101); 
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i rmod 二 1 
TD) z=2mod 311); 


‘a 三 2fimod 17); 
Bmod 255) 
人 -一 241mod 25}; 
0mod 90); 
人 Bri+157—6=0(mod S61); 
十 x+ 十 4 二 tmeod 32). 
10， 放 了 tr) 是 一 个 整 值 密 项 式 ( 即 当 zz 有 取 整数 时 ,tr) 取 整 值 ;. 证明 : 
i 当 i ‘pp) :二 由 a 
i far 一 而 ) ‘i A) | 
| |， 
| 
st 
| 
其 中 modp 表示 x 过 模 教 2 的 完全 剩余 系 . 
2 3 | dT | ui 
也 -一 ， 
忆 SA | :ip | 1 


其 中 Fr)y 一 ge ] Da 四 = (8p 一 1. 


11， 设 gg 1 或 一 1 一 1 或 一 0 表 六 1 ,2 - 


2 1 11 一 8 


Ene 
的 整数 x 的 个 数 .证明 

4N (a,8) = Si 二 al ;| jirtpal: 
有 用 10 题 的 结论 推出 | 


AN (a 8)=p--2—B—af—al 去 上 


特别 地 ,给 出 
一 
P 一 4 一 
mtl.i) 了 4 
1 1 1 
p—2+| -| 
NCH DN l= 


Nil:—1;)=1+ Ntl.1). 


2 中 体 得 
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12， 用 11 题 的 结论 ,证明 对 任 一 个 素数 记 , 丰 在 整数 x 和 使 得 
Tmad p? 
战 立 . 
t3， 讽 请 是 -- 个 奇 率 台 ,证 胡 首 等 式 : 


Fr 
门 .如果 p 二 1(mod 4), 则 > | | ”01 
rl 


庆 
人 如 果 请 1fmod 4). 则 > "= 


i 二 _ 
! F171 


到 果 上 声 寺 3tmod 4). 昌 
pi 
A | 一 一 ” | : 
bt -| 一 2 之 | pi 


二 如果 产 1mod 网 


人 如 果 p 三 3fmoqd 4), 则 
请 了】 


2 


-—1 


14， 证 明 ; 设 4 一 中 十 1 是 一 个 素数 ,= 7Gmod 8), 则 


之 八 可 上 总 ， 
]5. 证 明 : 蔡 * 盖 0, 月 对 任意 的 ytry 二 ]; 册 
2 十 
的 每 一 个 育 因 数 有 其 有 形状 2" 处 十 1 ,这 0. 
16， 证 明 : 若 已 一 外 十 1 守则 二 的 在 一 素 因 数 其 有 形状 户 二 2 志 
十 1 由， 
17。 让 明 : 语 赋 盖 1. 风 对 任意 的 = 和 。 


4 十 上 4 十 OO 2 
ma m3 
没有 一 个 是 整数 ， 
18， 证 明 : 证 户 = 一 4a 十 上 是 一 个 庇 数 , 则 
此 一 上 


> 下 | ( 产 一 1 一 5 
办 2 和 “ 


点 一 
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“19， 证 明和 不 年 方程 
jy 一 一 

无 止 歼 数 解 Tr 

20， 证明; 如 此 录 守 0 适合 

如一 ?十 ]， 

则 半 是 一 个 奇数 的 平方 . 

21 证 刀 : 训 站 1 则 

2"—.1+3" 一 

22， 证 朋 : 若 三 lmod 6 则 产 可 表 为 关 : 六 十 3 且 表 法 惟一 . 

23. 证 明 : 设 = 是 一 个 形 如 人 十 ] 的 素数 . 则 存 症 一 个 奇 素 数 pp 二 yg ;使 
得 | 季 1=-1. 

2 证 朋 : 

如 者 34 一品 上 3 为 喜 数 , 则 了 2 二 1 

名 若 2 一 醚 一 3 为 素数 , 则 gqg12* “十 ]， 

25.， 证明 : 芳 记 是 一 个 撒 好 UW 1 的 素数 , 则 p*t 丰 宇 1) 能 本 原 的 表 成 二 
平方 和 ,昌吉 法 惟一 . 

26、 证 明 :. 设 N=6119==82:…5+11. 案 数 p|N， 则 [之 | = 1. 用 这 个 方 
法 NN 分解 成 标准 分 解 式 . 

27， 证 明 : 对 任 一 个 素数 , 回 作 式 

x = ‘(mod 四 了 


都 有 解 x， 
28， 没 a 这 0158 记 05 为 奇数 ,得 明 雅 可 比特 号 
"， 1 二 0 或 Ltmad 4)， 
( | | 


| -| , 巷 2s2 或 30mocg 4). 
29， 证 骨 ; 若 2080ienotait) 一 1 旦 25pdecr 则 
| 
pr 
30、 证 明 :车 2|m,m 能 本 原 的 表 成 二 平方 和 , 则 分 也 能 本 原 的 表 成 一 
平方 和 . 


本 章 将 介绍 次 数 、 不 根 , 指 数 等 重要 概念 ,让 明 原 根 存 站 的 殉 
分 必要 条 件 , 原 要 的 菜 些 性 古 , 雇 及 一 - 些 求 次 数 和 原 根 的 方法 等 . 
本 章 还 将 介绍 离散 对 数 在 密码 党 中 的 应用 以 及 不 次 剩余 的 一 些 基 
本 性 质 . 


§ 1 整数 的 次 数 


股 产 全 Da 一 1 考虑 4 的 正 整 数 寡 
da de, 

由 欧 拉 定时 ,有 a 尘 1(mod mmr). 这 里 ,我们 感 闪 趣 的 是 使 
4d 三 1(nod m) 成 立 的 最 小 正 整数 

定 光 。” 设 区 半 0,tma) 一 11! 是 使 

au = | {mod m2) 

成 立 的 最 小 正 整 数 , 则 二 可 敌对 模 数 xx 的 次 数 ， 

我 们 有 以 下 的 定理 . 

定理 1 设 4 对 模 数 ww 的 次 数 为 1a 三 1(mod mm 人 0, 出 
Fin. 

证 ”如 果 结 论 不 成 立 ; 则 必 有 两 整数 g 和 7, 使 

ng -trod 和 rl， 

而 1 =a" = = a mod m). 
这 就 各 7 的 定义 相 违 宵 . 证 完 

推论 。 设 a 对 模 数 mr 的 次 数 为 1 则 gl)， 

定理 2 设 a 对 模 数 避 的 次 数 为 者 则 


1 证 本 ! 
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对 模 数 m 两 两 不 同 余 . 
证 ”如 果 结 论 不 成 立 , 则 有 菜 对 70 近 了 二 类 过 7 -1 使 
a emod m}, 
则 有 d= 1 (mod m)., 
而 0 之 一 jj 入 1 一 1. 与 4 对 模 数 wm 的 次 数 是 地 盾 . 证 完 
定理 3 设 a 对 模 数 严 的 次 数 为 24 > 0,a 对 模 数 mm 的 次 数 
{ 


为 则 = 7 
证 由 
ai = 1{mod m), 
A i 1! 1 1 ， 
让 ZX， 即 得 下 | 区 ,而 | Cx-T5 "CD | 一 1 可 得 
I 
ela C1) 
男 一 方面 ， 
(aan = a un = 1(mod my, 
艳 
{ 
A (2) 
lt 
由 (1) 和 (62) 知 二 TD 证 完 


推论 。” 设 4 对 和 模 数 mw 的 次 数 为 二 则 gD 个 数 
a A Oo=10TAE! 

对 模 数 m 的 次 数 均 为 7 

显然 ,同一 个 模 数 mm 的 剩余 类 中 的 数 , 对 模 数 mm 的 次 数 部 是 
相同 的 ,以 土 推论 给 出 的 8() 个 数 虽 然 次 数 相同 , 却 对 横 数 严 两 
两 不 同 余 . 对 于 六 = 户 是 一 个 素数 ,我 们 有 以 下 和 定理. 

定理 4 设 上 是 一 个 素数 ,如 果 存 在 整数 &, 它 对 模 数 户 的 次 
数 是 / , 则 恰 有 8(2) 个 对 模 数 两 两 不 同 作 的 整数 ,它们 对 模 数 p 
的 次 数 都 为 7 
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证 ”由 于 4 对 模 数 p 的 次 数 为 i, 定理 2 告诉 我 们 


dd C3) 
模 数 疡 两 两 不 同 余 ,因此 它们 是 疝 余 邢 

r= 1mod p) £4) 
的 全 部 解 .由 此 可 见 ,次数 为 z 的 对 模 数 疡 酚 两 不 同 余 的 整 妆 ,包含 


在 (3) 中 . 

设 03) 中 的 任 一 数 为 

ul 过 EL 

由 定理 3 知 ,w 的 次 数 为 1 当量 仅 当 (A) 二 1, 这 就 证 明了 若 整 数 
a 对 模 数 上 的 次 数 为 {， 则 怡 有 F020 个 整数 对 模 数 两 两 不 同 余 , 它 
们 的 次 数 均 为 了 证 完 

设 4 对 模 数 的 次 数 为 i 由 定理 1 的 扒 论 知 ijp 一 1. 那 六 ,是 
否 对 每 一 个 ! ,都 有 GZ) 个 模 数 p 互 不 同 余 的 整数 ,它们 的 次 数 是 
1? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 . 

定理 5 设 ip 一 1; 则 次 数 是 /的 , 模 数 pp 互 不 同 余 的 整数 的 
个 数 是 gx 站) 个 ， 

证 设 !| 疡 一 10 人 0 代表 2 一 1 中 如 模 数 疡 次 数 为 
2 的 个 数 . 因为 1,2,…,p 一 1 中 任 一 个 数 的 次 数 都 等 于 且 只 等 于 
一 1 的 荣 一 因数 , 故 yt) 实 0, 且 


HD =p—1. (C5) 
fi 

男 一 方面 ;对 于 熟知 的 欧 拉 函数 有 
DH) =p—1, 《6) 


| 


定理 4 等 诉 我 们 ;二 0 或 we, 从 而 过), 故 由 (3),(6) 
得 到 和 式 
> Co 00) = 0, 


引产 一 上 
它 的 左 端的 每 一 项 都 是 非 负 的 所 以 设 ilp -- 1， 必须 有 
HH) = oO). 证 完 
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$2 原 根 


上 一 节 的 定理 5 指出 ,存在 gp 一 110 个 互 不 同 余 的 整数 ,对 模 
数 户 的 次 数 汶 一 1, 这样 的 整数 就 叫 户 的 原 根 .一 般 地 ,有 如 下 的 

定 光 。” 设 整 数 w 富 0,(g ,00) 二 1, 如 果 整 数 g 对 mm 的 次 数 为 
gm , 则 上 时 微 mm 的 一 个 原 根 . 

定理 1 设 (g,72) 二 1 六 0 则 上 5 是 避 的 - -个 原 很 的 充分 必 
要 条 件 是 

Brg rg” (1) 

组 成 模 数 mr 的 一 组 绾 系 . 

证 ”由 $1 的 定理 2 和 扼 , 阁 gg 为 原 根 , 则 (1) 中 任意 两 个 数 对 
模 数 x 不 同 余 ,又 由 (gm) 一 1, 故 (1) 组 成 模 数 wi 的 一 组 缩 系 . 

反之 ,车 (1) 组 成 模 数 的 一 组 缩 系 , 故 (g,m) 一 1 进而 由 第 
二 章 $3 定理 4 得 g”"™ 二 1(moed m) ,所 以 对 在 一 ; ,1 所 5 < (4)， 
#8 革 1lmod m2), 帮 gg 是 和 mm 的 一 个 原 根 . 泪 完 

定理 1 说 明了 原 根 的 重要 性 . 如 果 上 是 避 的 :- 个 原 根 ,那么 ， 
模 数 mr 的 一 组 缩 系 可 表 成 形 为 (1) 的 几何 级 数 .这 在 处 理 基 些 问 
是 时 ,非常 有 几 . 然 而, 并非 所 有 的 正 整 数 都 有 原 根 ,我 们 有 以 下 的 
定理 . 

定理 2 设 疡 全 1, 兰 详 有 原 根 , 则 严 必 为 下 列 请 数 之 一 :2， 
4, 产 ,2 及 ,这 里 7 之 1 六 是 奇 素 数 . 

证 设 疡 的 标准 分 解 式 为 

m= 访 1 疡 3 用力 < 
任 一 整数 uta, 疡 ) 一 10 一 1 13) , 必 适 合 
eg = 1(mod py 人 一 二 3) 
全 < 一 [Ba 8 , 则 
a" = 1{mod ph)( = 1) 


32 原 根 124 


而 4 各 JH2),; 因 此, 当 a 关 Yn) 时 , 则 mm 无 原 根 存在 . 显然 ; 当 且 仪 
当 lp) ,glps) 两 两 互 素 时 ,a 一 On). 当 户 疡 ? 时 ,¥(8 为 偶 
数 , 故 当 w 具有 两 个 不 同 的 奇 素 因 数 时 , wi 没有 原 根 ， 邑 wx 有 上原 
根 , rr 作为 2 pi 2 Pp 记 0,1 > 0,7> 0) 三 种 形状 之 一 . 着 
i 刚 交 2 一 2 与 实 靖 ) 不 互 素 , 故 t 二 1. 车 驶 二 201, 我 
们 来 证 三 闻 3 时 天 没有 原 根 . 因为 (21.4) 二 1 时 , a’ 二 1tmod 2°). 
设 a* ”三 1(mod 2-1) 成 立 , 则 

ar = C1 Ro): = 1 Re 二 kl = 1(mod 2°). 
故 由 归纳 法 ,对 任 一 个 奇数 <, 当 e 之 3 时 ， 

er = 1(mod 2)， 

此 时 罗 2 = 2 全 2. 故 妆 ee 全 2 时 ,三 关 没 有 原 根 .这 就 证 
明了 sm 了 2,4,p' 2p'C 之 1.p 为 奇 素数 ) 时 ,mm 设 有 原 根 ， 证 宛 

定理 3 wm 一 2,4,P ,2p' (之 1,p 为 夺 素 数 ) 时 ,m 有 原 根 . 

证 明定 理 3 之 前 ,我 们 首先 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 ” 设 g 是 奇 素数 的 一 个 原 根 ,满足 


g* 1(mod pp), (2) 
则 对 于 每 一 个 a 宇 2, 有 
gr 1(mod po (3) 


证 “我们 对 ze 用 归纳 法 .ax 一 2 时 ,(3) 即 (2), 故 定理 成 立 , 设 
定理 对 ala 守 2) 成 立 , 即 (3) 成 立 . 由 欧 拉 定理 知 
Be = 1(mod 加 -1). 
故 可 设 
SF =1+ kp ,phk, 
将 上 式 两 端 自 乘 请 次 ,可 得 
BY = (1 Rp!) 
1+ hp +t Ep rp C4) 
其 中 7 是 一 个 整数 .因为 2 一 1 宇 a 十 1,3(8 一 1) 实 a 十 1, 克 由 


(4) 给 出 
Ere yss1 十 下 pe(mod pt). 
因为 疡 局, 各 上 上 式 给 出 
gg 天 10mod 户 *+1)。 
占 (3) 对 a 十 1 成 六 . 证 完 
定理 3 的 证 明 


5 一 2 时 ,1 即 为 原 根 .三 4 时 ,3 即 为 4 的 原 报 . 

设 玉 一 ,上 户 是 奇 素 数 , ?1 二 1 时 , 已 经 知道 有 原 根 存 在 , 设 
为 上 的 原 根 ， 如 果 gg 兰 1fmod p)， 取 一 区 若 Berl 
三 1tmod 关 )， 册 取 > 二 g 十 p, 也 是 pp 的 元 根 , 且 

| 

译 一 pg 0(mod pi), 

现在 我 们 来 证 明 x 是 p(t 涯 2) 的 原 根 . 没 > 对 模 数 产 的 次 数 
为 i 因为 7 寺 1lmod pn 站), 故 也 有 7 二 1mod PP), 由 + 是 的 原 根 ， 
即 得 gCp) |i, 记 

:= pt pg, (5) 
因为 gC ), 玫 ppg|9Kpn). 但 是 gCp) 二 pitp 一 41), 因此 
9|p . 设 9 王 pr, 这 里 8 太一 4. 如果 过 1 一 1,(5) 给 出 
一 py(p), 且 :IKKp''), 于 是 推出 

rt) = 1 (mod pi). 《6 ) 
但 由 引 理 知 ,(6) 是 不 可 能 的 . 这 就 证 明了 B= 二 ?一 1, 即 := glp')， 
是 疡 的 一 个 原 根 . 
谎 避 二 2p', 思 是 奇 素数 , 令 g 是 的 -- 个 原 根 ,我 们 来 证 明 当 
是 奇数 时 ,g 也 是 2 产 的 一 个 原 根 . 因为 (g,2p') 一 ] , 故 
Eeei20 = 1 {mod 2p), 
说 & 对 模 数 2z 的 次 数 为 5, 则 
ble2p) = gp'). (7) 


En 


这 
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#' = 1mod p'), 


故 
pp) |B. (8} 
《7) 和 (C8) 给 出 5 二 g(2pn). 如果 是 偶数 , 则 g 十 p!' 基 奇 数 . 
让 完 


以 上 我 们 证 明了 整数 法 1 有 个 原 根 的 充分 必要 条 人 忻 旦 7 
为 下 列 诸 数 中 的 一 个 ;2,4,p',2p', 其 中 i 宇 1, 记 是 奇 素数 .下 而 的 
定理 告诉 我 们 ,对 每 个 这 样 的 zr, 有 和 多少 个 不 根 . 

定理 4 设 m 有 一 个 原 根 g&, 则 1 恰 有 (9m)) 个 对 模 数 种 
不 同 余 的 原 根 ,它们 由 集 

S={g|l tm tpn)) = 1} 
中 的 数 给 出 . 

证 ”由 $1 的 定理 3 知 $ 中 的 每 一 个 数 对 模 数 的 次 数 均 为 
Plm), 即 都 是 mr 的 原 根 . 反之 , 设 a 是 mr 的 任 一 个 原 根 , 则 存在 某 
个 下 ,1 过 下 所 glm) ,满足 

#' 和 amod m). 
因为 a 是 mm 的 原 根 , 故 纺 对 模 数 六 的 次 数 为 红 亚 )， 另 一 方面 , 由 
8 1 的 定理 3, 人 8 对 模 数 普 的 次 数 又 为 5 歼 推 出 (Kmm) ,h) 
二 1， 即 4 与 中 的 一 数 对 模 数 x 同 余 ， 又 集 5 中 的 数 对 模 数 wi 两 


两 不 同 余 ,这 就 证 明了 5 给 出 职 的 全 部 互 不 同 余 的 原 根 , 共 
的 个. 证 完 


§ 3 计算 次 数 的 方法 


设 整数 a 满足 (4m) 二 1.2m 祈 01a 对 模 数 mm 的 次 数 为 i, 因 为 
EFC) 页 次 数 上 可 通过 计算 
a ,a ,oa ed 


对 模 数 mm 的 值 求 出 ,这 里 ,4d,,… ,4d, 是 qm) 的 诸 因子 
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现在 给 出 两 个 便于 计算 次 数 的 结 采 . 
定理 1 如 果 克 一 pr…p# 是 mm 的 标准 分 解 式 ,整数 4 对 模 数 
x 的 次 数 等 于 整数 < 对 模 数 六 (1 二 1,… ,*) 的 诸 次 数 的 最 小 公信 
数 . 
证 ” 设 f 表示 & 对 模 数 记 的 次 数 C 一 1 二 [Ls 
fj,， 则 由 
a 三 l(tmod 商人 一 上 二) 
得 
ca 三 1{mod m). 
如 果 4 不 是 a 对 模 数 六 的 次 数 , 则 设 = 的 次 数 为 4 ,0 二 4d 二 
由 
a = 1(mod m}, 
可 得 
ad = lmod pi) = 1 kk), 
均 关 i 二 2d 是 记 fi 的 最 小 公 和 供 数 六 盾 ， 下 完 
定理 2 设 p 是 -个 素数 ,a 对 模 数 户 的 次 数 是 7; 则 .让 -1 = 
或 了 :1 二 记 f. 又 设 产 | a 一 1, 进 而 有 
JP， 着 2 所 7 二 让 
pore 车 j 之 六 
证 ”因为 a 二 1(mod p), 均 人 a1 去 1(mod p), 且 


出 一 | 站 一 1 
人 > (Ce 二 >1 = pl(mod p), 
直 二 贡 二 二 贡 


1 


从 而 
pp—] 
any = 0(mod p). 
是 二 品 
故 可 得 
el | 
a — 1 = (a — DY a)’) = 0(mod pt). 
上 一 站 
由 此 得 
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了 六 六 (1) 
又 因 a5+ 三 1mod 产 ) 故 

六 | 了 (2) 
由 (01) 和 (2) 便 知 /4. 二 了 或 p17 

由 于 上 ea， 数 1/ 二 . 另 一 方面 ,由 于 

7 一 2 时; 4 三 1med pr) 可 推出 a ed 户 )， 战 
所 | 从 而 一 了 (一 252. 对 于 7 记忆 则 pa 一 1, 因此， 
由 大 三 扩 或 户 站 ,必须 有 大 -三 六 六 耕 则 ,由 /三 /一 六 ,与 
Pen 一 1 耶 盾 ,由 于 六 三 请 或 如 必须 有 上 天 ,一声 坟 .1 
否则 由 


ce 一 ] 一 cp 一 ] 二 fa; _ D(C a)’) = 0 mod p12), 
此 一 站 
和 


出 一 ] 


> ay = pmod pp}, 
推出 
a 1 = Omod 疡 +)， 
融 fi,1|fi, 与 了 -1 二 p1 开 盾 , 同 理 可 证 了 ;一 pfiws，"…*， 故 
f= pfss firs = phil = pp, fr = plo= pp pp, es 
六 一 万 证 完 
例 1 设 & = 2,m 二 45 二 5+9,2 对 模 数 5 的 次 数 是 4,? 对 
模 数 9 的 次 数 是 6, 故 2 对 模 数 45 的 次 数 为 L4.6] 二 12. 
例 2 设 4= 二 7,P = 二 2, 求 7 对 模 数 2" 的 次 数 户 ;. 
因为 让 二 1 一 21 有 7 一 1 一 48,2' 48, 故 万 一 20 34。 
一 27 一 128. 


3 4 计算 原 根 的 方法 


设 (; 吉 ) 一 ]，m 一 Pp! 或 2p'!，z 是 一 个 奇 素数 ， 判 断 g 是 否 
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是 六 的 原 根 ， 不 需要 尹 一 计算 E，g 而 只 需 计 算 
gmod m)，, 这 里 1 | gem), 基于 这 样 的 想法 ,我 们 有 下 面 的 定理 ， 
定理 1 设 m 守 2,glm) 的 所 有 不 同 的 素 因 于 是 gsi yg， 
(B80) 二 1, 则 gg 是 避 的 一 个 原 根 的 充分 必要 条 件 是 
gi lmod mm) CG 二 12 8), £1) 
证 若 8# 是 模 数 w 的 一 个 原 根 , 则 gg 对 模 数 x 的 次 数 是 
Hn) ,但 0 过 ee) 一 (1) 成 立 ， 
及 之 ,车 (1) 成 立 , 设 gg 对 模 数 1 的 次 数 是 六 假定 了 < glm)， 


因 1g(m) ,所 以 外加 是 大 于 1 的 整数 . 故 有 某 个 素 因数 9 | 中 2 2 ， 


Pm) Pom) - 
即 | 于 是 oq, ju 


ge = gS 1mod m), 
这 与 (1) 政 盾 , 故 f 了 二 glm), 即 gg 是 mm 的 一 个 原 根 . 证 完 


例 1 12 是 41 的 -~ 个 原 根 . 

设 到 二 41 ,841) 二 23 5.9 二 2,19%* 二 40 关 1(mod 41)， 
12" 法 18 才 1(mod 41), 故 由 定理 1 知 12 是 41 的 一 个 原 根 ， 

我 们 在 2 中 证 明 河 根 存在 的 充分 必要 条 件 时 知道 , 求 
mm 二 pp',2p' 的 原 根 ,归结 为 求 奇 素数 的 原 根 .下 面 我 们 介绍 一 种 
求 p 的 原 根 的 方法 ， 

定理 2 设 4 对 模 数 奇 素数 的 次 数 是 d ,4d 三 pp 一 1, 则 

a A= 1 2, dd 


都 不 是 p 的 原 根 ， 

证 因为 (4 一 1,…，,d) 对 模 数 户 的 次 数 为 -iT ,而 下 

< 人 站 一 1 所 以 好 一 1 都 不 是 户 的 原 根 . 证 完 
比 求 p 的 原 根 , 先 列 出 数 

ls2* sp Oo 1, 2) 


取 a 一 22, 计算 2 对 户 的 次 数 如 ,如 果 吧 三 请 一 1,2 就 是 六 的 原 根 . 
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如 果 避 过 记 一 1, 在 (2) 中 除去 以 下 各 数 
《2 DY C2),, 
在 (2) 中 剩 下 的 数 中 表 职 一 数 ,重复 以 [方法 ,直到 (2) 中 剩 下 
PP 一 了 个 数 ,因为 对 奇 素数 pp, 恰 有 gp 一 1) 个 原 根 , 因此 这 
YP -1) 个 数 都 是 6 的 原 根 . 
例 2 求 出 44 的 诛 根 ， 
到 出 
1,2,3,° ,10. C3) 
因为 2 对 模 数 41 的 次 数 为 20, 在 C3) 中 除去 以 下 各 数 
2,4,8,16,32.23,.5,10,20.40,39.37,33.25， 
9,18,36,31,21,1， 
其 次 取 3, 因 为 3 对 模 数 4] 的 次 数 是 8, 因 此 在 (3) 中 除去 
3,9,27,40,38,32 ,14,1， 
其 中 1,9,32,40 第 一 次 已 除去 ,03) 中 尚 剩 下 240) 个 数 
6,7,11.12,13.15,17.19,22.24,26,28,29.30,34,35. 
它们 都 是 41 的 原 根 . 


3 5 原 根 的 一 个 性 质 


设 户 是 一 个 育 素 数 ,Q(tp} 表示 的 互 不 同 余 的 gp 一 了 个 原 
根 的 和 ,我 们 有 

定理 1] 人 (pp) 三 jp 一 12mod pp) ,这 里 y(n) 表示 老 比 上 乌 斯 
一 数 . 

1952 年 , 莫 勒 (Moller) 推广 了 定理 1 ,得 到 下 面 的 结果 ， 

定理 2 设 户 是 一 个 育 素 数 , 对 模 数 的 次 数 为 的 go) 个 
互 不 同 余 的 数 的 + 次 短 的 和 为 5, 则 


三 = pd ) (mod p), 


、 a 
这 里 4d 加 rd ) 
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证 明定 理 2 之 前 , 先 证 一 个 引 理 ， 
引 理 ” 设 fln) 是 一 个 数论 函数 ， 
S'tn) = > fC7), 


1 
dinn)=1 

则 

Sa) = Dp Fd + FO2d) + + fn)). 
2|n 
证 设 人 一 (2 一 1 由 第 三 章 8 2 和 定理 1 知 
1 ， 车 i 1， 
oi 
故 有 


Sa 一 之 8 一 > fy Dpcd) 
4 1 4, 


lJ 


一 SD SD pd) = Yad) > Fd), 
了 一 1 虽 四 EE 二 1 
a|r 
其 中 最 后 一 个 等 式 , 是 对 和 式 》)f() > pl4d) 中 具有 相同 的 
了 -上 了 |7 
| 


Atd) 的 各 项 jC4d)f(7) 归并 在 一 起 , 当 7 取 1,… 当 中 所 有 < 的 情 


数 , 便 得 所 有 这 样 的 项 ,把 Cd) 提出 来 便 得 ptd) > Fad), 当 dz 


过 # 的 全 部 因子 时 , 便 得 到 了 之 pcd) 之 ,CRd)， 证 完 
in 有 一 1 
定理 2 的 证 明 
设 整数 : 对 模 数 的 次 数 为 4, 则 
lA d (A d=1 C1)} 


给 出 gla) 个 互 不 同 余 的 对 模 数 记 的 次 数 为 4 的 整数 . 由 1 的 定 
理 3 知 ,f 对 模 数 p 的 次 数 为 ,我们 来 讨论 Ya 7) 个 数 
1d,(ld)=1 (2) 
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对 模 数 p 有 和 多少 个 是 由 等 的 . 设 
tf] 芭 dt = 1. C3) 


我 们 来 证 明 , 对 十 (3) 中 每 个,(2) 中 恰 有 矣 9 个 数 和 它 模 数 
户 同 余 . 由 第 二 章 $ 9 知 集 
Da = 


上 - . A A Pe) eT < 1 Pd) 
中 与 过 互 紊 的 了 数 为 j 而 1 和 7 十) 二 ,可 若 恰 有 cn) | 
1 满足 1 过 14 和 Gd 一 1, 且 能 表 成 /十 Readi, 对 这 样 的 4 有 

1 - Ft 一 a 1 二 tit{mod p). 
设 1 寺 atmod pp), 故 
加 | 中 
加 1 Fd) Fd) en 
2 2 gd) 之 一 ay 二 
rAdt- 1 TI 一 1 nd} 
而 由 3| 理 知 
dl 4 
>, 如 二 A 十 i 十 … 十 A ) 
to ef | i 
一 人 Te 人 ,二 " a. 


EN 
而 当 人 9 之 五 达 击 时 a 兰 ]imod es 三 10mod 六)， 上 
of 
之 a! = (da = pdi) (mod p), 


一 | 
wd 1 


即 得 


gt ) 
pie )} 


在 定理 2 中 令 r 二 1,4 一 疡 一 1, 便 得 定理 1. 


. 


Hd tmod p). 广 完 
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$6 指 数 


如 果 澡 有 一 个 原 要 #8, 我 们 知道 , 数 1,8,8',… :8””!' 组 成 模 
数 mw 的 一 组 缩 系 . 由 于 原 根 有 上 上述 重要 性 质 , 我 们 可 以 给 出 下 面 
定义 ” 任 一 整数 m ,am) 二 1, 必 有 惟一 的 整数 ,0 扫 下 去 
plm) ,满足 
n= mod za) 
上 出 敌对 模 数 mx 的 指数 , 记 为 二 indin, 在 不 易 引 起 混 清 的 和 悄 况 
下 ,把 indsn 简写 成 ind x. 有 了 时 ,也 把 指数 叫做 离散 对 数 . 
指数 具有 类 似 对 数 的 性 质 , 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 1 设 g 是 避 的 原 根 ,如 果 (aym) 二 (58,27) 二 1, 我 们 有 
‘DD ind(aty = ind a md pmod gm) ); 
nd a 二 nind almod gem)) ;这 里 及 汪 1; 
人 ind1= 0nde=1: 
ind(— 1) 一 公 ,这 里 
加 设 gi 也 是 的 -- 个 原 根 , 则 
indsa SS inds a * Indig, Cmod plm)). 
证 号 设 ab 三 gv?(mod mm), a 三 sg™*(mod m), 
二 g™"M mod mw), 旭 | 窒 


EE) 二 Ed | imt “fnnoo nr ) 。 


改 
ind(ab) SE ind a + ind plimod p(n) )}., 
国 设 心 三 gd Cmod me sgetogmod m), 则 有 
Rd "(mod m), 
故 


ind ce" 二 pind atmod piom)). 


: [| 
全 显然 


号 设 加 六 2, 风 gl91) 二 0(mod 2?), 由 于 ww 一 4 时 闭 


吉 论 是 显然 
的 , 故 只 居 莫 证 mm 一 pp" 或 2p"(p 是 奔 素 数 ) 时 结论 成 立 . 


时 


pg” (mod p") 
得 


Pir) rr 
(#8 一 (ee 


+ 1) 二 0(mod p’), 
由 于 六 | gs 一 1 或 名 


#7 十 1 是 产 的 原 根 , 故 
1 =- 


- lmod p’). 
对 于 m = 2p" 的 情形 , 同 理 可 得 g* 二 ~- 1(mod p*), 因 为 (2,g) 
二 1, 故 8 二 一 1(mod 2), 故 得 
gt = 1(mod 2p°). 
加 由 $2 定理 414,81 二 g(mod m),] 和 [各 gm), ,pm)) 
二 ] , 则 

ggg mod my, 
故 


indee = linds ea 一 indegi， nnd, a(mod glm)). 证 完 
利用 不 根 , 造 出 指数 表 , 可 以 用 来 解 间 余 式 . 


下 高 给 出 一 个 造 表 的 简单 例子 ， 


例 1 pp 二 13, 它 的 全 部 原 根 是 2,6,7,11; 最 小 原 根 是 2, 由 下 
列 取 模 数 13 得 的 庄 同 余 式 ， 


2 2 22 2 


二 8,2! 二 3,2 二 6， 
二 12.27 二 1.2 二 9,2 二 5,2" 


一 二 10， 
2 2 二 7.27 


得 出 


表 1 是 已 知 和 六, 查 ind N; 表 2 十 已 知 iInd 六 , 查 六 
例 2 解 同 余 式 
37 :11(mod ]13)， (1 
解 辐 余 式 (1) 等 价 于 解 同 余 式 
ind 3 二 ind x ind 11{mod 12)., 


由 表 1 得 
ind x = 3(mod 127. 
即 得 
ind x = 3， 
放 由 表 2 得 x 一 8, 此 即 (1) 的 解 ， 
指数 表现 重要 的 作用 是 解 二 项 辣 余 式 . 
定 光 设 万 这 0,m 0 一 个 形 如 
T= nmod m) 
的 回 余 式 ,叫做 二 项 同 余 式 ， 
定理 2 设 m 有 原 根 g, (n,m) 一 1, 二 项 同 余 式 
T= nmod m2) C2) 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 & = (# ,PCm)) |indsn. 如 果 此 同 余 式 有 解 ， 
则 恰 有 a 个 和 解 . 
证 设 y3 二 indyzr, 考 虑 辐 余 式 
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ky = ind.n{mod gem)}), {3) 
设 jz 是 52) 的 二 个 解 ， mr 攻 x(mod mY),， 且 (zx,， ni) 一 
(Cror 21) 二 ] ,由 indyxt 一 indanoindrs 一 inda 显然 Indor 一 yi， 
ind ,x 一 ys 是 (3) 的 解 ， 国 为 1ndzri 关 indrss0 所 ndjri, ind,x 
三 gm), 上 p 它 们 是 C3) 的 不 同 的 解 .反之 , 设 和 ,ws 是 (3) 的 二 个 
解 ，yl 天 (mod 多 六 四， 二 imod mmr}, BP indyr = ys 
一 mod zp) 即 indyxr 一 妇 : 故 得 

Tg mod pn). 
同 理 
nmod mm}, 

且 昼 半 (mod 区 ). 这 就 证 明了 ,由 (2) 的 不 同 解 一 定 能 得 到 (3) 
的 不 同 解 ; 反 过 来 也 对 . 而 (3) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 |ind,ja, 教 
(2) 有 和解 的 充分 必要 条 件 是 diindjn. 且 当 (2) 有 解 时 ,因为 (3) 苔 
有 dd 个 解 , 故 (2) 也 恰 有 dt 个 解 . 证 完 

例 3 解 同 余 式 
7 = 5(modl3). (4) 
由 定理 2, 只 需 解 同 余 式 
3ind r+ = ind stmod 12), (5) 
出 表 1 知 1Ind 5 二 9, 故 (3,12) 一 3lind 5; 便 知 (5) 有 三 个 解 1nd x 
二 3.7,1i(mod 12), 即 ind x 二 3,7,11. 由 表 2 铸 工 二 8,11,7 是 
(4) 的 三 个 解 . 
指数 表 还 可 以 用 来 解 短 同 余 式 
a bmod mh nm) 一， (6) 


其 中 有 原 根 &. 
显然 ,(6) 与 同 余 式 
find 3 indb (mod gm)) 
等 价 . 赂 46) 有 和解 的 充分 必要 条 件 是 (p(s) yindya)|indi, 且 闪 有 
解 , 恰 有 (ym) ,indya) 个 解 . 
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例 4 解 寡 同 余 式 
2* = 3tmod 13)., C7) 
由 (7) 得 
zind 2 == ind 3(mod 12}), 
即 得 57) 的 和 解 x 寺 4(mod 12). 


$ 7 “一般 缩 系 的 构造 


设 mr > 0, 如 果 澡 有 原 根 g ,我 们 知道 模 数 x 的 缩 系 可 经 gg 的 
方 窖 表 出 .那么 ;在 一 般 情况 下 ,整数 wi 半 0 不 存在 原 根 , 它 的 缩 系 
可 经 多 少 个 数 的 乘 方 之 积 表 出 呢 ? 我 们 和 完 讨 论 ; 二 2, 宇 3 的 情 
形 . 

定理 1 车 ! 宇 3, 风 5 对 模 数 2 的 次 数 为 2 

证 首先 证 明 , 当 < 六 3 时 ， 

5 二] 十 2-!(mod 2 ). (1) 
4 二 3 时 ,(]) 显然 成 立 . 现 对 2 的 寡 运 算 用 归纳 法 . 设 (1) 成 立 , 则 
有 
57 (5 一 (十 2 十 天 1 十 2(mod 2r0， 

其 中 为 整数 . 这 就 证 明了 , 当 &a 守 3 时,(1) 式 成 立 ， 

于 是 ,5 半 1(mod 2), 而 于 志 1(mod 2), 即 5 对 模 数 


的 次 数 为 2 2. 证 完 
定理 2 设计 ?2, 对 在 一 奇数 &; 必 有 之 0 使 
d= smod 2),6 2 0 (2) 


证 ”如果 & 圭 1imod 4), 由 定理 1， 

5 ,0D 2 
给 出 2 个 模 数 2 的 不 同 数 , 呈 每 一 个 都 二 1(mod 4). 因为 模 数 
2 的 缩 系 1,3,5, 7 2 一 1 中 司 有 天 个 数 三 1Cmod 4) ,这 2 
个 数 所 在 的 类 ,正好 是 全 部 4 十 1 形状 的 数组 成 , 故 有 #5 宇 0, 使 


37 一般 缩 系 的 构造 143 
d= (1) smod 2). 
如 果 立 鞋 3mod 4 则 一 < 三 1mod 4)，, 有 有 二 从 0 个 


民 [一 ] 


= 三池 (moqd 207, 即 & 二- 41) Stmod 2 2) 仍 成 立 . 


定理 3 设 册 二 ?pu…p# 是 mm 的 标准 分 解 式 , 其 中 i 衬 0 
J 二 1 


i ， i 二 人 0 或 1， 


2, i> 2,， 
则 模 数 六 的 缩 系 可 由 站 十 人 个 数 的 乘 方 的 乘积 表 出 ， 

证 全 讶 站 一 天 六 Cni) 二 1 如果 yA pen) 是 模 数 
pi 的 一 级 缩 系 ,由 于 (my) 一 1, 术 妨 设 悦 支 10mod ms) 一 |， 
1)), 同样 可 设 忆 ex， 是 模 数 my 的 :组 缩 系 , 且 
b, 三 1(mod m0 一] 人 9) 则 giniimz? 个 数 

A = op Oo a) 
组 成 模 数 zims 的 一 组 缩 系 ,这 是 因为 a2yp0725) 一 1 , 且 
ub, 三 Ci 人 mod mm;), C3) 
推出 
a Mod pi pb, = BMod pis), 
总 二 二 357 二 二 即 63) 中 gli0mms) 个 数 模 数 mm 互 不 同 余 . 

名 由 于 pp 和 2p'(p 是 奇 素数 ) 的 缩 系 可 由 .… 个 数 的 乘 方 表 
出 ,2 (> 1) 的 缩 系 可 由 个 数 的 乘 方 的 乘积 表册 .后 者 是 因为 当 
! 二 2 时 ,4 有 原 根 3, 当 {> 2 时 ,由 定理 2 可知 ， 

由 刷 和 和 忆 可知 模 数 mm 的 缩 系 可 由 去 十 个 数 的 乖 方 的 匡 积 

这 个 定理 告诉 我 们 ;a.m2) 一 1a 与 和 十 和 个 数 的 乘 方 的 飞 积 
模 数 产 同 余 ,这 上 十 他 个 乘 方 也 叫 “ 模 数 产 的 指数 组 ， 
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S 8 


原 根 的 一 个 应 用 


本 节 介 绍 原 根 在 数 宇 信 号 处 理 中 的 一 个 应 用 . 在 数字 信号 处 
理 中 计算 离散 傅 里 时 (Fourier) 变 揽 是 非常 重要 的 . 


定 兴 “” 任 给 复数 序列 rn 一 0:,1.…,N 一 1), 变 换 
| Tr 
扰 1 村 证 1 
. T 
人 pe 
叫做 离散 全 里 叶 变 换 (DET) ,其 中 了 是 个 2 阶 复方 阵 
EE 1 
Wy WW 


和 


中 
Ws. 


WH- WE 

求 出 全 部 六 个 其 (一 012 一 1) 大 约 共 需 六 :次 乘 
法 和 N° 次 加 法 , 当 六 很 大 时 ,计算 量 是 相当 大 的 . 60 年代 出 现 了 
一 种 计算 DFT 的 新 算法 ,使 狐 、 加 法 的 次 数 大 致 降 为 NlogsN ,这 
就 是 著名 的 快速 傅 里 叶 变 换 (FET》, 但 是 ,FFET 要 求 序列 的 长 度 
六 是 一 个 2 的 寡 . 1968 年 , 雷 德 (Rader) 利用 原 根 把 六 是 -个 奇 素 
数 的 DFT 化 成 两 个 周期 序列 的 互相 关 函 数 , 再 来 计算 它 .下 面 , 我 
们 就 来 介绍 这 一 工作 、 


本 


po "| a sw 1 yn" 


这 两 个 周期 为 的 序列 ,它们 的 互相 关 函 数 是 指 


om 一 
Wi a WE; 一 全 六。 


£1) 
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1 
BC 一 >ia5 C= ON 一 1). 
我 们 把 DFT 写成 以 下 的 形状 


一 ] 
Ki = SW 0 N — DW =e-N (2) 


于 一 山 


定理 设 N 一 pp, 户 是 一 个 奇 素 数 , 则 (2) 可 化 为 两 个 周期 为 
户 一 1 的 序列 的 互相 关 函 数 , 和 2(p 一 1) 次 如 法 来 计算 . 
证 设 和 N= 上 p， 
pl 
成 ,一 六 17， 【3 
则 有 


pl1 
Ko = DrsNi = ri Rk = 1 ,po 1). (4) 


+ 二 让 


叉 设 g 是 上 的 一 个 原 根 , 则 1.2,…, 记 一 1, 可 宕 为 (gY,(0 一 0,1， 
sp 一 2), 于 是 (3) 化 为 


户 一 2 
Xn, = Dr WY ,= 0 ,po— 2). C5) 
了 内 一 


由 于 & 是 原 根 ,所 以 (5) 是 两 个 周期 为 p 一 1 的 序列 ww 一 iw) 

(= 0.1,) 和 2 二 WCv 一 0,1,…) 的 互相 关 函 数 ,， 再 由 (4) 

的 24p 一 1) 次 加 法 给 出 爹 部 六 ,这 1，… 及。_ 1. 证 完 
对 于 NN 二 p* 和 2p'(p 是 一 个 奇 之 数 ), 也 有 类 似 的 结果 . 


8 9 ”基于 离散 对 数 的 公 销 密码 体制 


在 $6 中 我 们 介绍 了 指数 的 概念 ,指数 也 叫 离 散 对 数 . 对 于 
户 是 一 个 奇 素数 , 设 其 原 根 为 g, 整数 适合 pty, 则 存在 整数 上 怀 ， 
0 和 正之 pp 一 1， 使 得 yy 二 gi'(mod p), 则 上 二 叫做 yy 对 模 数 记 的 离 
散 对 数 . 选择 一 个 适当 大 的 ,如果 已 知 p,g 和 yy, 计算 离散 对 数 儿 
是 十 分 困难 的 .1985 年 ,ElIGamal 提出 了 基于 离散 对 数 的 公 和 铀 密 
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码 体制 .下面 我 们 介绍 构造 这 一 体制 的 方法 . 

设 部 门 妃 希望 接受 加 密 的 信息 如 果 采 取 ElGamal 公 钥 密码 
体制 , 部门 4 便 选 择 一 个 适当 大 的 案 数 pz 和 记 的 一 个 原 根 g， 然 
后 , 部门 A 选择 一 个 不 公开 的 密 钥 <, 0 二 a 之 一 1, 计算 2 二 
ar (mod 户 ) ,这样 便 构 成 了 一 :个 属于 部 门 4 的 公 和 钥 密 码 体 制 , 设 为 
上 二 (g,b;pP). 如 果 部 门 B 息 发 一 个 明文 r 给 部 门 4, 使 用 公 和 钥 密 
码 体 制 & 对 明文 mr 加密 的 方法 如 下 : 

也 任 选 一 个 整数 二 1 三 +t 达 一 1U 是 保密 的 ); 

包 计算 入 一 ‘EE 0), 和 yi = ms 

名 密 文 是 EM) 二 {ys ye}. 

部 门 拟 收 到 密 交 (lm) 后 可 用 解密 函数 了 DCyiyy) 
二 (sf 解密 ;这 里 和 :是 整数 并 适合 yi 三 1(mod p); 
yy 9 

ne) mm mod p), 
这 样 ,通过 以 上 解密 ,部 门 4 便 看 到 了 部 门 总 发 来 的 明文 天 .为 了 
防 目 第 三 方 对 密 文 的 攻击 ,p 至 少 具 有 150 位 以 上 的 十 进 制 数字 ， 
且 一 1 至 少 有 一 个 大 的 素 因 子 ,研究 表明 ,此 时 已 规 记 ,#s 和 6, 计 
算 离 散 对 数 各 是 困难 的 , 即 EJGamal 公 铀 密码 体制 是 安全 的 ， 

现在 ,我们 介绍 利用 EICamal 公 钥 密 权 体制 可 以 对 消 乱 进 行 
数字 签名. 念 以 前 面 提 到 的 部 门 4 构 造 的 会 铀 密码 体制 点 一 (g 6， 
pp) 为 例 , 如 果 部 门 4 想 对 某 一 消息 { 扔 以 关 表 示 )》 签名 ,其 方案 如 
下 : 

站 任 选 一 个 正 整 数 r,(r*p 一 1) 二 1, 计算 vy 一 《g'sr 是 保 
密 的 ; 

名 利用 不 公开 的 密 钥 a, 计算 ss = 《Gm 一 637 pi 
rmod po 1}; 

加 数组 1y,s} 表示 部 门 4 对 天 的 签名 ; 

9 由 于 

《二 让 二 
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二 mod p), 
故 
YP, OO (a,, C1) 
因此 ,任何 人 都 可 以 根据 公开 的 #,5,p 和 已 知 信息 ;3,y 以 及 消息 
5, 米 验 证 51) 式 是 否 上 成 立 . 如 果 计 算 517 式 是 成 立 的 , 则 签名 有 
殖 . 

例 1 讼 = 37,2= 二 2.4 = 3],; 5S= ?= 22(mod 37)， 
二 (2, 27，37), 二 31 是 水 公 半 的 密 拓 . 部 门 妃 发 明文 站 一 19 
给 部 门 4, 部 门 羡 选择 上 一 7, 计算 ww 下 2954; 一 17, yi 一 (19 
227)3 二 1 故 天 (19) 二 [17,]}, 部 门生 用 解码 函数 得 中 二 (17， 
1) = 17 0, = 19. 

例 2 设 部 门 4 的 公 争 密码 体制 仍 是 下 一 (8 人 加) 二 (2,22， 
37) ,其 中 a 一 31 是 不 公开 的 密 钥 . 现在 ,部 门 4 对 请 息 mxr 二 19 签 
名 ,方法 如 下 :委任 选 - -个 数 7 二 13,013,30) 二 1] 则 yy 二 (21)3; 一 
15,771 一 25, 这 里 13:25 圭 ](mod 36),s = (19 一 3] 15)25);; 
一 10， 数 组 115,10} 表示 4 对 消息 19 的 签名 ,由 于 15”，221)，; 
35 二 (29)3y,- 故 得 各 有 效 . 

EIGamal 公 钥 密码 体制 能 在 计算 离散 对 数 困 难 的 任何 群 中 实 
现 . 前 面 , 我 们 介绍 的 体制 是 在 有 限 域 , 的 酉 群 i; 中 实现 的 . 实 
际 上 ,还 可 在 一 般 的 有 限 群 二 的 乘 群 和 ,上 的 圆锥 曲线 群 或 
顶 圆 曲线 群 上 实现 ,这 里 4 二 p',i 闫 ],p 是 一 个 素数 .有 兴趣 的 读 
者 可 参阅 朱文 余 , 朱 琦 编 的 fi 计算 机 密码 应 用 基础 》. 


8$10 大 次 剩余 


设 上 > 1,m > 1, 二 项 同 余 式 

到 三 天 mod mm}, (nm) = 1. C1) 
我 们 有 以 二 的 定义 ， 
定义 ”车 (1) 有 解 , 则 有 叫做 模 数 zxr 的 次 剩余 ; 阁 (1) 无 解 ， 
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则 ”= 叫做 模 数 六 的 天 次 非 剩余 . 

设 六 = 区 入 是 闫 的 标准 分 解 式 , 则 由 第 二 章 有 6 定理 3 
知 , 7 是 模 数 mm 的 次 笨 余 的 充分 必要 条 件 是 是 每 一 个 模 数 
ze 人 一 1 的 吉 次 剩余 .因此 ,我 们 只 需 讨 论 关 一 产 的 情形 ， 
这 里 & 闻 1, 户 是 素数 , 而 本 节 着 重 讨 论 请 是 奇 素数 的 情形 ,对 于 
p 一 2 的 情形 ,我 们 作为 习题 留 给 读者 . 

和 二 次 刺 余 一 样 ,如 果 n 是 模 数 p" 的 上 & 次 剩余 ;三 (mod p')， 
那么 2 也 是 模 数 pr 的 次 剩余 ,因此 , 当 我 们 提 到 次 剩余 的 个 数 
时 ,是 指 对 模 数 p" 不 同 余 的 个 数 . 

定理 1 设 户 是 一 个 奇 素数 ,a 六 0, 则 有 EP YAC9CP DR) 个 
模 数 产 的 六 次 剩余 . 

证 设 g 是 pp 的 一 个 原 根 ,由 §3 6 定理 2 项 同 条 式 

Tt 二 nmod p ,pha {2) 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 以 二 (4,9(P") |indya. 于 是 indyr 一 对， 


2d ,eh +* 避 ,有 


gg ge (3) 
是 模 数 p" 的 全 部 上 次 剩余 ,这 是 因为 (3) 中 的 数 对 模 数 户 互 不 同 
余 , 上 且 任 一 在 次 剩余 与 43) 中 的 一 个 数 模 数 产 同 余 . 证 完 

推论 1 设 p 是 个 奇 素数 , 则 有 二 一 -万 个 模 数 的 次 
剩余 . 

定理 2 设 户 是 一 个 奇 素数 ,P 刁 , 则 对 所 有 的 a, 当 是 模 数 疡 
的 二 次 剩余 时 ,(2) 怡 有 (p 一 1) 个 解 ;mn 是 模 数 的 记 次 非 剩余 
时 ,2) 没有 解 . 

证 出 35 定理 2 知 ,n 是 模 数 户 的 上 次 剩 杀 时 ,tk,p 一 
Dindn 生 x 二 nl(mod py(ptn) 恰 及, 记 一) 个 解 .由 于 pt. 
让 (全 ,Cp 二 十 , 户 一 1), 取 gg 闵 pP 和 pp" 的 公共 原 根 , 故 
CEAp hindzn, 即 (2) 恰 有 tE,p 一 1) 个 解 . 当 n 是 模 数 pp 的 次 
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非 剩余 时 ,显然 ,(2) 无 解 . 证 完 

定理 3 设 志 是 一 个 奇 素数 ,C 叶 ,pCp 二 则 是 的 次 
剩余 的 充分 必要 条 件 是 ”是 产 的 4 次 铀 余 . 

证 如果 如是 pr 的 次 剩余 , 则 tk,gp")) 二 dlind 2 而 
(d ,Fp DY) 二 dd, 故 n 是 户 的 4d 次 镜 余 .反之 也 真 . 证 完 

我 们 有 下 面 的 定义 ， 

定 闵 ”人 设 忆 ,gtp") 二 4d. 当 4 一 二 时 ,把 模 数 p" 的 次 剩余 
叫做 真皮 次 余 剩 . 当 d < 时 ,把 模 数 p" 的 次 剩余 叫做 非 真 有 K 次 
简 余 . 

非 真 点 次 剩余 ,可 归结 为 真 次 剩余 来 讨论 . 因此 ,今后 我 们 
只 需 讨论 产 的 真 点 次 剩余 , 即 假设 ,总 有 天 [| 史记). 

现在 我 们 将 指出 ,对 于 模 数 疡 的 真 上 次 剩余 的 研究 ,可 化 为 模 
数 p 的 真 & 次 剩余 的 研究 

定名 设 4 二 {avy 贡 ) BB 二 {入 ,5) 是 两 个 整数 集 , 刚 
记 

ADB= {gt+th = ltyj = 1 ), 
设 Retm) 代表 由 ],… ,mz 中 全 体 模 数 mm 的 次 剩余 组 成 的 集 . 


我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 4 设 疡 是 一 个 奇 素 数 , 昌 心 ,pp) 一 1, 则 对 于 a 法 1， 
Rp) = RPYD p10ORtE pT! Co 1}. (4) 


证 ” 设 r 是 RP) 中 的 一 个 数 , 则 rr 十 疡 十 (6 一 

1)p 给 出 了 (0,p") 中 全 栖 与 + 模 数 pp 同 余 的 pp 的 次 剩余 .因为 短 
一 个 模 数 产 的 站 次 剩余 ,也 是 模 数 pp 的 次 剩余 . 故 有 

及 六 CO RAP HD IpI0OStE pC— 1)}. (5) 


因为 (5) 的 右 喘 的 集 , 共 含有 [TEA 个 数 ,因为 &|9K2， 
一 和 一 | Pp 


Pl! . 
Cp—1R) zt 
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即 (5) 的 右 端 含有 ?各 个 数 , 而 RC ,wae ) 个 数 , 故 (4) 成 


一 :一 


立 ， 
定理 4 告诉 我 们 ;在 全 ,Pp) 二 1 时 ,对 性 一 个 8 半 1, 求 p" 的 全 
部 上 次 剩余 ,只 需求 出 的 全 部 真 & 次 剩余 就 行 了 .对 于 (.p) 记 1 
的 情形 ,我们 有 
定理 5 设 不 = 二 pa 六 119| 户 一 1; 则 对 于 刀 记 4 有 


Rp) RpD) OUP IO pp" 1). (6) 
证 ”类 似 定 理 4 的 证 明 . 我 们 有 
RAPOY SE RAPY OD Hpi p11 《7》 
而 57) 的 石 端 含有 


_ Hp") .pr- 
(RE, p” picp— 1)) 


个 数 ,而 上 一 p19,4|p 一 1, 即 含有 从 个 数 .而 RiCp") 中 也 含 


有 人 丝 全 > 个 数 , 故 (6) 成 立 ， 证 完 


定理 5 是 定理 4 的 推广 , 它 指出 当 上 二 p” 19,91p 一 1 时 , 求 出 
Plu 之 a) 的 全 部 六 次 剩余 ,只 需求 出 产 的 全 部 上 次 剩余 就 行 了 . 
定理 6 设立 是 一 个 奇 素数 法 三 户 -402| 疡 一 1, 则 产 的 二 次 
剩余 由 的 9 次 剩余 的 p”' 次 方 给 出 . 
证 设 上 是 户 的 一 个 原 根 ,p" 的 全 部 大 次 剩余 是 
8 
不 芒 设 ,g 也 是 5 的 原 根 , 故 的 全 部 9 次 剩余 是 
HR 
故 有 


) ， 
2 ) 证 完 


对 于 模 数 pp 的 不 次 莘 余 ,因为 我 们 总 假设 pcp 路 , 故 在 (,p) 计 1] 
时 ,可 设 是 一 产 8 扫 a| 声 一 1 页 由 定理 5 和 定理 6, 我 们 只 需 


ge | 一 ge ft 一 ] ,2 ， 
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求 出 模 数 户 的 次 剩余 就 行 了 . 综 寺 所 述 , 无论,p) 二 1 或 
(pp) 计 1， 下 面 我 们 内 需 讨论 模 数 疡 的 真有 点 次 剩余 的 情形 ,这 里 
是 一 个 奇 素 数 . 


8 11 上 次 剩余 符号 (于 上 


在 给 出 上 次 剩余 符号 之 前 ,我 们 先 证 明 几 个 定理 . 设 户 是 一 个 
奇 素数 ,kp 一 1,P 一 1 二 9. 
定理 1 "是 模 数 上 的 一 个 次 剩余 的 充分 必要 杀 件 是 
xs 1(mod p). 
证 没 x 是 模 数 的 一 个 庆 次 镜 余 , 则 存在 整数 工 ， 
(zsp) 二 1; 满足 
二 nmod p),(n,p) = 1, 
故 
nr lmod p). 
反之 ; 设 
n= 1(mod p), 
ss 是 2 的 一 个 愿 根 , 则 有 
dindn = emod tp — 1)), 
即 
indin = 0(mod 志 二 了， 


国 此 上 |ind,a, 即 ”是 模 数 户 的 一 个 站 次 剩余 . 证 完 
定理 2 设 (p,7) 二 1, 则 
Sn 
btmodqd pp), 谷 # 是 模 数 p 的 次 非 璋 余 . 
证 ”因为 (x,p) 二 1, 我 们 有 
HL 一 1 人 00mod 户 )， 


了 站 


即 得 
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(和 一 1 十 和 十 8 十 十 2 0 0Omod py (1) 
由 定理 1, 如果 是 模 数 p 的 一 个 点 吹 莘 余 , 则 有 


Dn = k(mod p). 
如 果 是 模 数 户 的 一 个 次 非 剩 余 , 由 (1) 得 
> = Omod £). 证 完 
在 二 次 剩余 理论 中 ,我 们 曾 引 人 勒 让 德 符 号 | 于 | ,并 证 明了 
| 到 | = omoa 轧 . 这 里 ,我 们 引入 次 剩余 符号 的 定义 . 


定义 设 &> 1, 户 是 一 个 奇 素数 , 依 一 14 一 之 二 ,符号 
的 一 nmod p, 
叫做 模 数 p 的 次 剩余 符号 ,这 里 wmod p 表示 mw* 模 数 p 的 绝对 


最 小 出 余 ( 模 数 请 的 绝对 最 小 剩余 组 成 的 完全 剩余 系 是 指 : 


由 一 .,。 风 一 上 
7 01 


对 于 符号 | 竺 | 有 以 下 简单 性 质 . 


全 pm 时 ,| 到 | = 

® n=n,(mod 2) 时 , 则 有 | 二 | 一 到 | . 

这 是 因为 

到 | 三 ww 二 二 [至 | emeq 户 ), 故 有 | 三 | _ | ， 


针对 任意 的 整数 mm, 有 | 2 天 | 三 | 旦 ) [ 空 | cmod p); 


[ 到 
中 如 ind,n 三 atmod ,0 社 & 过 此, 则 -ah = gmod p), 


8$ 1] 4 次 剩余 符号 (二 】 153 


这 是 因为 | 蕊 | 三 W 二 8" 二 gr , 故 有 此 结论 ; 
多 ” 是 借 数 A 的 上 次 剩余 的 充分 几 要 条 件 是 | 于 | 一 1 
从 设 # 一 pp…p? 是 # 的 标准 分 解 式 . 则 有 


nn pb 
| 51,=| | #|, ‘mod p). 


不 妨 假设 二 ,那么 只 要 对 每 -- 个 小 干 的 素数 ,| 妈 | 的 人 
部 知道 ,| 二 | 的 值 就 不 准 求 出 了 . 信 得 注 意 的 是 .* 一 2 时 ， 


ipl, 
就 是 通常 的 勒 让 德 罕 号 ,但 存 污 2 时 ,性 质 各 表明 次 剩余 符号 


-| 人 | 32 | | 上 ， 
不 具备 勒 让 德 符号 的 性 质 :| 字 ] 一 1 宝玉 1 
例 设 户 二 19, 有 一 3.1 二 186, 于 是 
1 二 li 
| 19 | 191 3 l; 
2 
| 二 一 
| 吝 |. { 
[| 一 | 二 16， ==) 一 | 10| 一 | 二: | 
1 19 ]9 1 19 la 19rs 11953191 
二 | 各 | 
,191; 

| 2 | = | 到 | 二 | 二 "3! 3 | 一 7; 
\ 19，: 19 .19: 191 1119，， 
i 3 27 一 
1 5 = [Tl= |is) | |， l; 
111 30) 2, 3 2321 一 > 一 
L191. [了 | 二 | 让 | 19),| 1 1， 7 l 
13, 42 ， 2- 
il3. L132 il wg. 
rl : | | ,二 | 191 bi 

17| 1 二 2 Li 二 lI12| 
11751.- | 191, | 19 | 19l.— 
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以 上 同 余 式 都 是 取 模 数 19. 
由 以 上 计算 知 ,1,7,8,11,12,18 是 模 数 19 的 六 个 三 次 剩余 ， 


对 于 给 定 的 和 ,计算 | 人 | 是 并 不 困难 的 ,但 是 , 当 8 > 2 
时 ,对 于 给 定 的 ,| 二 | = 1, 求 户 是 什么 形状 的 奇 素数 是 一 个 困 
难 的 问题 ,也 是 我 们 感 兴趣 的 问题 下 面 ,给 出 | | 一 1 时 ,的 


形状 ， 
定理 3 设 上 三 10mnod 3}, 一 1? 十 琴 2 4p4; 则 
2 a 
Ir 


证 显然 ,Caiy mm) 二 1， 邦 有 jj 使 得 2 二 jm;Cmod pp}, 由 
此 可 得 mi 天 产 miCmod #5) 二 (十 mitmod p}), 产 十 1 


jj = 三 【一 . 1) 气 《mod 疡 ) ， 
故 有 有 
与 1 与! 一 Ll sa-1 17 二 1 
2 (2 门 所 二 (十 1) 气 = | | (mod p)， 
2 生 !( 一 1) 生 : 二 (| (mod p), (2) 


而 Gm 十 Wa 十 (rm 一 ma)* 一 22, 故 | 元 | 一 1, 由 此 得 


[去 地 元 | ee) | | 
-和 
-| 二 有 二 


代 人 (2) 得 
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Cm] 1 + no 一 11 一 1 


一 【一 1 人 (mod p), 


由 于 < 2 二 Mu (ma od 2), 放 上 式 得 出 


= = 1 mod p), 
故 得 

1 a 
(| = DY 证 竺 


后 我 们 指出 : 设 二 29 十 1 是 -- 个 素数 , 则 nn 是 模 数 的 


2k 次 剩余 的 充分 必要 条 件 是 | 于 | 一 1 如 果 , 设 | 生 | 一 1, 则 ny 


是 模 数 p 的 24 次 非 剩余 的 充分 必要 条 件 是 | 也 | 一 一 1( 留 作 习 
题 ). 


第 五 章 习 题 


1， 证明 :m 是 一 个 素数 的 充分 此 要 条 件 是 存在 某 个 整数 ae 对 模 数 1 
的 次 数 为 站 一 1 

2，、 设 8 是 奇 素 数 户 的 一 个 原 根 ,证明 : 当 疡 = 1ftmcod 4) 时 ,一 上 也 是 疡 
的 一 个 原 根 : 当 思 二 3(mod 4) 时 ， 一 六 对 户 的 次 数 为 和 

3 证明: 若 癌 是 2 十 12 1) 形 的 一 个 素数 , 则 3 是 前 一 -个 原 根 ， 

4， 证 明 : 若 思 是 委 十 1 瑚 划一 个 素数 ) 的 素数 , 则 2 是 户 的 -个 原 根 . 

5. 设 m 疡 2,m 有 原 根 存在 ,整数 4 满足 ta,m? 二 1. 如果 存在 整数 使 

三 atmod m2) ;我们 记 鸭 aRm. 证 明 : 

他 aRm 的 充分 必要 条 件 是 as 二 1(mod m); 

号 车 2 县 由 则 同 余 起 庆 二 afmod my 恪 有 了 两 个 解 ; 

全 恰 有 呈 光 7 个 整数 ,对 模 数 m 互 不 同 余 .使 得 (avm) 一 1,aRm 

6- 设 吉 六 2,t04) 一 DyaRm, 证 明 间 党 式 三 dimod wr 情 有 聘 个 和解 
的 充分 必要 条 件 是 m 有 一 个 原 想 ， 
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7， 设 卢 是 一 个 奇 素 数 , 让 1 ,5,(p) 一 人, 证 明 
Spy) = (oe py, 其 0tmaod 声 一 于， 
一 jfmod pi mod po 1). 
8 证 明 : 着 疡 3 是 一 个 奇 素 数 , 则 模 数 户 的 风声 一 1 个 原 根 的 磁 积 
=- 1{mod p), 
9， 征明 :着 # 疡 1, 则 
nt2" 一 ]， 
10. 证 明 ; 世 有” 守 1,m 半 1 满足 
二 十 于 十 吉 " 二 tf 十 17"， 


:已 上 是 mm 的 任 一 率 因 素 时 , 户 一 11n: 
二 下 一 疡 天 六 和 天 和 是 素数 , 且 有 有 


二 1 三 dtmod pt = ln 5). 
11， 证 上 朋 : 训 = 二 于 十 1 小 计 1; 则 #4 是 素数 的 充分 避 到 条 伞 旦 
3 三 一 ] mced zy 
12， 设 疡 是 一 个 奇 素 数 , 求 同 余 式 
i* tltmod ps 全 上 
的 全 部 解 . 
13。 求 出 4 的 -个 序 概 . 
14. 证明: 如 果 素数 户 一 各 十 1| 各 ) = 一 1. 则 4 是 的 一 个 原 根 . 


15， 证明: 对 于 2 全 1 站 之 0 有 并 | 人 加 一 工 ). 

16. 证 明了 是 形 如 292 十 1ir 半 0) 的 素数 的 原 根 - 

17， 证明: 若 疡 是 奇 率 数 ,2# 十 1 也 是 一 个 素数 , 当 户 = Itmod 4) 时 , 则 
2 十 1 有 了 原 所 2 当 疡 三 3moqg 4d) 了 时,?p 十 1 着 原 根 一 ?2. 

18。 证 明 ;如 果 a 对 奇 素数 户 的 次 数 是 青 数 , 则 同 余 式 a' 十 1 三 0meod p} 没 


19. 率 数 ?1 有 一 个 原 根 7, 求 出 71 的 所 有 原 根 以 及 求 出 71* 和 2 ?1 的 


20， 用 指数 表 解 下 列 同 余 式 : 
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Ll, Br = FEM 194); 

32. 7 17(mod 43); 

8! = {mod 43). 

21， 有 出 指数 表 求 出 下 列 辐 余 式 解 的 个 将 ， 
1 7 mod 97); 

DD rtmod 971); 
1mod 41); 

"37 (mod 41)., 

22， 在 与 模 数 61 互 素 的 刺 余 系 中 指证 : 
”对 模 数 61 次 数 为 10 的 数 ; 

之 61 的 全 部 原 根 . 

23， 让 明 3 是 上 下列 形 式 素数 的 原 模 : 


pi np .pp 在 奇 素数 . 


24， 设 疡 是 奇 素数 ,a > 上 证明 

1 9857 一 1 是 硒 案 数 . 则 9 习 一 1 或 2 三 Ttmotl 2p): 

加 | 二 14 是 奇 率 数 , 则 ya 十 1 或 4 三 1{mod 25)， 

25. 攻 本 章 $4 定理 2 后面 齐 绍 的 方法 求 出 37 和 ?93 的 全 部 原 根 ， 

26， 求 出 17 和 19 的 二 次 剩余 的 个 数 ， 

27， 证 出 :者 疡 一 5ftmod 6) 是 .个 素 娄 , 刚 尾 一 与 户 瑟 训 的 整数 是 模 妾 
疡 的 3 演 剩 余 . 

28， 已 知 13 的 一 个 原 根 >, 状 出 13 的 3 了 侈 剩余 和 1 次 利 余 . 

29、 证 明 整 数字 上 上 1 没有 形 如 8 一 5 的 素 因 子 ， 

30、 求 出 17 和 17: 的 四 次 剩余 . 

3I.， 求 出 5 和 的 2 次 剩余 ， 

32。 证 明 ; 说 = 六 3 当 2 人 时 .2 的 上 演 剩 余 的 个 数 是 2 当下 时 ,2 


的 上 次 剩余 的 个 数 是 一 


站 
[ 
jj 位 外 痢 全 4 一 2 这 1， 
FR) , _ _ 
2 


34， 证 明 : 若 户 是 一 个 素数 , 则 同 祭 式 x 三 16(mod p) 有 解 . 
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35. 证 明 | 苔 ). = 1. 

36， 证 明 问 余 趟 x 三 dimod 37) 和 网 余 式 zx! 三 37tmod 41) 之 中 全 省 有 
一 个 有 解 

37. 证 明 , 设 户 -204 二 1 是 一 个 奇 束 数 ,| 过】 一 1, 则 是 模 数 户 的 24 
次 非 剩 余 的 充分 必要 笨 忻 是 
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判别 给 定 的 正 整 数 是 否 素 数 ( 简 称 素 性 判别 ) 和 将 给 定 的 正 整 
数 分 解 成 素 因 子 乘积 (简称 整数 分 解 ) 是 数论 中 一 个 基本 而 古老 的 
问题 ,对 它 的 研究 ,不 仅 具 有 很 大 的 理论 意义 ,而 且 由 于 近代 密码 
学 的 需要 ,更 具有 重要 的 应 用 价值 , 本章 将 介绍 素性 判别 和 整数 分 
解 的 - 些 方 法 ， 


3 1 关于 算法 及 其 计算 量 


素数 是 数论 中 最 古老 的 概念 之 一 . 早 在 公元 前 4 世纪 证 希腊 
数学 家 欧 几 里 得 就 已 证 明了 索 数 有 无 限 多 个 (参见 第 一 人 草 5 区 
定理 1). 然而 ,素数 分 布 的 规律 极为 复杂 . 在 高 斯 那个 时 代 , 即 使 
对 一 个 十 位 数 的 整数 来 作 素性 判别 都 很 困难 ,因为 那 时 没有 计算 
机 ,常常 因为 计算 量 太 大 而 无 法 判别 . 50 年代, 电子 计算 机 的 诞 
生 , 大 大 促进 了 这 方面 的 发 展 . 因此 ,素性 判别 和 整数 分 解 和 计算 
工具 密切 相关 . 如 何 比较 素性 判别 或 整数 分 解 中 各 种 方法 的 优 劣 
呢 ? 这 就 需要 对 它们 提供 的 算法 进行 比较 . 粗略 地 说 ,算法 的 好 否 
与 其 计算 量 的 大 小 密切 相关 ,计算 量 小 的 算法 和 目 然 比 计算 量 大 的 
算法 好 .那么 ,一 个 算法 的 计算 量 如 何 定义 呢 ? 这 里, 我 们 只 准备 给 
出 其 大 意 ( 有 关 精 确 的 拱 述 ,读者 可 参 着 计算 数论 的 专著 或 有 关 书 
籍 ) ,一 个 算法 在 对 问题 的 某 个 输入 解 管 所 执行 的 基本 运算 次 数 ， 
称 为 算法 对 此 输入 执行 的 计算 基 , 而 算法 对 不 同 的 输入 执行 的 计 
算 量 一 般 是 不 局 的 . 对 于 输入 需要 给 个 度量 ,这 就 是 所 谓 输入 尺 
寸 . 这 样 -… 来 ,计算 里 可 以 描述 为 输入 尺寸 的 函数 . 在 数论 问题 中 ， 
输入 一 般 是 一 个 正 整 数 x, 则 定义 其 输入 尺寸 为 # 的 二 进 制 表示 的 
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位 数 , 即 [iog: 2] 十 1 ,有 时 也 将 iogs nr 作为 输入 尺寸 . 在 给 出 某 些 
算法 的 计算 展 时 ,常常 用 到 记号 0. 我 们 引入 以 下 的 定义 . 

定 ¢ 沁 ” 设 了 x) 和 #8(r) 是 两 个 申 数 ,如 果 存 在 常数 c 和 x; 使 
得 对 于 所 有 区 宇 有 | 和 cgCGr), 则 记 了 tr) 一 Otg(tryy. 

例 设 一 一 一 2 由 于 7 守 30O2) | 这 32487) 吉 六 (0) 
三 Of 一 般 地 , 设 广 (0) 是 一 个 4 次 多 项 式 , 则 有 (1) 
= O(n), 

从 理 沦 上 讲 , 如果 -个 算法 的 计算 量 ( 也 叫 算法 的 计算 复杂 
度 ) 和 是 和 输 和 人 扩 寸 的 密 项 式 隔 数 , 叫 做 和 多项式 算法 .到 目前 为 止 , 仍 
然 和 宙 有 有 一 个 素性 判别 的 多 项 式 算法 .换言之 ,没有 一 个 素性 判别 的 
算法 , 它 对 执行 时 的 计算 量 是 CCP dog:#)), 其 中 站 (x) 是 多 项 
式 果 数 . 

在 第 一 章 %5 ,我们 介绍 了 后 拉 多 塞 科 法 , 它 基 于 这 样 -个 简 
单 的 性 质 : 如 果 n 是 合 数 , 则 如 必 为 :不 大 于 vn 的 素数 所 整除 . 
因此 ,对 于 半 1, 要 判别 xn 是 否 素 数 , 只 要 用 不 大 于 vn 的 所 有 素 
数 去 试 除 ,如 果 其 中 有 … 个 素数 整除 #, 则 蚌 合 数 ,省 则 是 素 
数 ,以 上 描述 的 算法 是 最 简单 的 素性 判别 法 ,叫做 试 除 法 . 

下 面 :我 们 不 加 证 明 的 给 出 有 关 带 余 除 法 的 . :个 结果 . 

引 理 。” 用 通常 的 除法 算法 作 两 个 不 超过 的 数 的 带 余 除法 
时 ,其 计算 量 为 O (ogi n). 

由 此 引 理 ,我 们 便 得 划 

定理 1 设 4 放 1, 用 试 除法 判别 给 定 的 整数 是 否 素 数 的 计 


算 量 是 OCv logi x). 
可 见 . 当 w 大 时 ,这 个 算法 计算 量 很 大 , 显然 , 它 不 是 一 个 多 项 
式 算法 . 


定理 2 用 欧 几 里 得 算法 求 wntm 全 站) 的 最 太公 因数 的 计 
算 虽 是 〇 (ogi m). 
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狐 寺 51ogwmn 二 O(log: 1), 由 由 引 理 知 , 每 次 带 余 除法 的 计算 量 是 
Otog 声 ) 而 拓 天 ,上 故 用 欧 几 里 得 算法 求 如 的 最 大 会 国 数 的 
计算 量 是 O(log 1). 证 完 

定理 2 告诉 我 们 计算 cx,n) 的 欧 几 里 得 算法 是 多 项 式 算法 . 
这 也 表明 计算 两 个 正 整 数 的 最 大 公 因 数 的 问题 是 问题 , 即 这 个 
问题 存在 多 项 式 算法 . 然而 素性 判定 是 否 了 了 问题 ,是 一 个 没有 解决 
的 公开 问题 . 


8 2 伪 素 数 和 素性 羯 别 


16 世纪 , 费 忆 证 明了 :如 果 疡 是 素数 , 则 对 任 章 的 整数 <, 有 
af 2 (mod 疡 ), 道 常 叫做 费 世 小 定理 ,我 们 在 第 二 章 和 3 中 定理 5 
已 经 介绍 过 的 . 那么 , 反 过 来 是 否 对 呢 ? 例 如 , 设 # 半 1,2"” 三 
2(mod n), 出 % 是 素数 吗 ? 如 果 回 管 是 肯定 的 , 淹 别 #* 是 否 素数 ,只 
可 验证 2* 三 2 (mod nn) 是否 成 立 .已 经 刘 道 其 计算 量 是 O (ogi nn)， 
这 束 有 了 素性 判别 的 和 多项式 算 法 . 很 不 幸 , 这 个 结果 是 不 正确 的 . 
19 世纪 , - -位 法 国 数学 家 指出 2 三 2 mod 341) ,但 341 二 11: 
13. 自 此 以 后 ,大 们 发 现 了 许 宪 具有 不 同 底 值 4 的 反例 ,如 3” 三 
3tmod 91), 但 91 = 一 7:13,1 三 4 Cmod 153) 从 15 二 3，5 等 等 . 
事 实 上 ,对 任意 的 4, 都 有 这 样 的 反例 ,而 且 有 大限 多 个 ,我 们 将 证 
明 这 一 点 .在 此 之 前 ,我 们 先 给 出 伪 素 数 的 定义 ， 

定 闵 如 果 一 个 合 数 满足 

2 = 2 (mod n}, 

则 称 ”是 一 个 底 为 2 的 伪 素 数 . 

定理 1 如 果 # 是 一 个 底 汐 2 的 伪 素 数 , 则 2 一 1 也 十 一 个 底 
为 2 的 僧 素 数 . 因此 ,有 无 限 多 个 底 为 2 的 伪 素 数 . 

证 设 n 一 2 一 1 因为 2 二 2 mod nn), 天 ln 一 1, 令 
2 一 1 三 ?我们 有 

2 一 (人 2 一 10204 十 十 2 十 了 
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一 和 (2 十 十 2 十 1)， 
故 n 2 一 1 有 即 2 二 2 (modnn ,又 因 * 是 合 数 , 夏 ww 是 合 数 ， 
故 n' 是 一 个 底 为 2 的 伪 素 数 . 证 完 
定义 设 整 数 a 半 1, 如 上 内 一 个 合 数 # 满足 
a" 二: d {mod n}, 
则 称 x 是 一 个 底 为 a 的 仿 素 数 ， 
定理 2 ”对 每 一 个 整数 a > 1, 均 有 无 限 多 个 底 为 a 的 伪 素 数 . 
证 “给 定 a > 1, 设 奇 素数 hala? 一 1), 令 一 后 二 
一 全 二 字 … 全 -二 二， 则 是 -个 合 数 . 下 而 我 们 来 证 明 ”是 底 为 < 
的 伪 素 数 , 我 们 有 
Ca CO Dn) =ar a=ala lo ata). (1) 
2la?f c+ arplaT Col a 一 1st—1， pa 一 1,， 故 
pte 一 1)|a:-! 一 1, 由 (1) 得 
2pta CO— 1)|(a oo 1)(n Oo 1), C2) 
和 表 由 (2) 得 2p|n 一 1, 令 nn 二 1 十 2pm; 由 a 二 nlu: 一 1) 十 1 运 
litmod 1 , 喜 a7 二 a 让 寺 ] (mod nn), 即 a* 三 & (mod n), 因 此 
是 底 为 & 的 伪 素 数 . 由 于 对 每 一 个 a 六 1, 满足 phutai 一 1) 的 奇 素 
数 有 无 限 多 个 , 故 以 上 作出 的 一 所 一 也 有 无 限 多 个 ,因此 ， 
以 a 为 底 的 擅 素 数 有 无 眼 多 个 ， 证 完 
以 a 为 底 的 伪 素 数 虽然 有 无 限 多 个 ,但 在 某 一 个 区 间 内 ,比率 
数 少 得 多 . 例如 ,小 于 10 的 素数 有 50 847 534 个 ,但 公有 5 597 个 
以 2 为 底 的 伪 素 数 . 因此 , 如 果 正 整数 志 10, 满足 2” 二 
2(mod nn), 它 是 素数 的 可 能 性 非常 大 ,也 就 是 说 ,= 是 素数 这 一 断 
言 ,出错 的 概率 很 小 ,代为 5 597/C50 847 534 十 3597) a 0.0001， 
即 约 为 万 分 之 一 .不 过 ,这 样 的 结果 ,实际 用 来 作 素 性 判别 时 .用 处 
不 大 ,尽管 出 错 的 概率 很 小 ,但 它 毕 竞 会 出 错 的 ， 
已 知 有 685 个 小 于 10 的 擅 崇 数 二 ,同时 满足 
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2” = 2 (mod #),3" = 3 {mod mn} ,5 = 5 (mod 2). (33 
如 果 我 们 列 出 这 685 个 的 素数 ,对 于 10" 以 下 的 正 整数 ,可 以 得 到 
一 个 非常 简单 的 盆 素 数 素性 判别 方法 . 

设 1 二 ?过 10 代 人 (3) 中 计算 ,如 果 # 不 满足 (3), 则 nn 是 合 
数 ;如 果 吉 满足 (3) 卫 不 是 685 个 伪 素 数 中 的 一 个 ,如 ”是 素数 

显然 ,这 样 的 素性 判别 方法 局 限 性 很 太 , 因 为 它 需 要 事先 求 出 
一 定 范 围 上 内 的 伪 素 数 ， 

令 人 惊 育 的 是 ,存在 这 样 的 台数 对 任意 的 正 整 数 4 满 足 
tan) 二 14a 计 1,4 都 是 底 为 a 的 仿 素 数 , 这 样 的 数 叫 卡 米 歌 尔 
(Carmichael} 数 . 

例 561 是 卡 米 三 和 尔 数 ， 

因为 361 一 3 11 17 如果 ke5617 一 1. 刚 (aa 3) 一 (el1l) 
一 (ay 17) 一 1， 由 费 马 小 定理 知 , 六 三 1 1mod 3)4 三 


1(mod 3 = 1 (tnod 11).a” 三 | (mod 17), 即 得 a 三 
1tmod 561),; 故 a 二 (0) 二 1 (mod 561). 所 以 561 是 卡 米 歌 尔 
数 . 

定理 3 是 卡 米 歌 尔 数 的 充分 必要 条 件 是 ， 

OD n 无 平方 因子 ; 

加 的 每 -- 个 素 因 子 p, 有 PP 一 1|nx 一 1; 

(3 2 是 奇数 且 至 少 有 三 个 不 同 的 素 因 子 . 

证 ”必要 性 的 证 明 : 设 w 是 卡 米 和 葡 尔 数 , 令 二 22 其 中 
1 二 1%rsk, 先 证 1 是 奇数 ,如 果 n 是 偶数 且 含 一个 奇 案 因 
子 bp, 这 时 取 记 的 原 根 g 满 足 (gy2) 二 1; 贿 帕 g" 1 三] {mod 2) 可 
得 g"-' 三 1 (mod p), 故 pp 一 1|n 一 1, 因 为 p 一 1 是 仿 数 ,xn 一 1 是 
奇数 ,此 不 可 能 . 车 二 2' ,不妨 设 1 宇 3, 取 4 二 5, 由 第 五 章 %7 定 
理 1 知 5 对 模 数 的 次 数 为 277, 与 571 三 1 {mod 2') 矛盾 .这 就 
证 明了 := 必 是 奇数 ,因而 p, 是 奇 素 数 , 一 1，… .此 , 设 8 是 模 数 pp 
的 原 根 , 由 孙子 剩余 定理 可 求 得 … 个 正 整 数 4 满足 4a 三 
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gCmod pi) = lk 上 郁 fan) = 1a ! 寺 1] (mod ,我们 有 
4a" 三 2 二 1 (mod pa) 由 原 根 的 定义 可 得 gp%) 一 
pr p11n 一 147 二 1.… 以 , 故 条 件 名 和 人 鲍 得 证 .由 a 是 合 
数 , 关 二 3 时 ,只 能 有 太一 272 一 pipitpi pz) 由 于 pi 一 1|pp; 
一 1 二 (pi 一 1)p: 十 Di 一 11, 故 得 pi,~-1|p; 一 1. 同 理 可 得 pp; 一 
11pi 一 1, 推出 p= pi, 与 所 设 不 符 , 即 知 * 尖 3, 加 上 前 面 已 证 # 

现 证 充分 性 : 设 满 足 条 件 避 .名 加 , 设 二 pp 人 守 3)， 
pi ,Pr 是 互 不 相同 的 奇 素数 . 现 对 任意 的 a 计 1,(a,n) 一 1, 则 
《asp) 二 1, 由 费 马 小 定理 知 at-' 二 1 Cmod pwi 一 1 人 法 , 而 出 
条 件 名 知 [pi 一 pi 一 1 一 抽 帮 a” ! 二 1 (mod p,)， 
1 二 1. 此, 合 知 a ! 二 1 cmod 7. 占 是 卡 米 歌 尔 数 . 证 完 

存在 无 限 多 个 卡 米 葡 尔 数 这 一 结果 ,1992 年 已 经 被 Alford， 
Cranville 和 Pomeranee 证 明 ， 
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费 马 小 定理 的 逆 定 理 虽 然 不 成 立 , 但 人 们 发 现 , 如 果 增 加 条 
件 , 可 以 得 到 类 似 的 结果 . 19 世纪 , 卢 卡 斯 得 到 了 下 面 的 素性 判别 
定理 . 

定理 1 设 正 整数 #2,4 一 1 二 497i? ya) 宇 11 二 1).…， 
oog 是 不 同 的 素数 ,如 果 有 整数 4 半 1, 使 得 

a 二 1 modr}),H a E11 modny, 7 一 l,m,t, 

则 ”是 素数 . 

1975 年 , 莱 梅 等 对 声卡 斯 的 结果 稍 加 推 放 ,得 证 了 如 下 的 
定理 . 

定理 2 设 正 整 数 n > 2, 如 果 对 4 一 1 的 每 一 个 素 因子 g, 存 
在 一 个 整数 4 = atg} > 1, 使 得 
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ea = (mod n), 且 a 闫 1 (mod yo)， £1 
则 x 是 素数 . 
证 只 需 证 明 
ny 一 天 一 ] 人 过 
成 立 . 
由 于 FC2) 之 一 1; 那么 (2) 成 立 等 价 于 
i 一 工 | 经 ) C3) 
成 立 . 
如 有 果 43) 不 成 立 , 则 存在 素数 g 和 + 之 1 使 得 glnx 一 1, 但 
人 下 Cd) 


由 定理 2 的 条 件 , 有 整数 4 一 atg) > 1 使 得 (1) 成 立 . 设 a 对 模 数 
"的 次 数 为 e, 则 eln 一 1, 但 中 对 二 ,由 此 推出 和 |e, 又 由 第 一 章 
3 的 定理 4 知 ee 三 | (mod x), 帮 ee|gin), 即 得 og |g0x) ,与 (4) 
矛 导 ,了 收 53) 成 立 . 主 抑 

不 难看 出 ,定理 2 的 条 件 比 定理 1 的 条 件 容 易 满足 一 些 . 定理 
1 和 定理 2 都 要 求 2 一 1 完全 分 解 ,对 于 很 大 的 数 ,往往 办 不 到 , 然 
而 ,在 很 多 情况 下 :可 以 部 分 地 分 解 . 这 时 ,是否 可 以 利用 已 分 解 的 
部 分 来 必 素 人 性 判别 呢 ? 这 方面 第 一 个 结果 是 属于 普罗 兹 (Proth ) 
的 . 我 们 有 

定理 3 设 %4 是 奇数 ,车 nn 一 1 二 mg, 其 中 g 是 一 个 奇 素 数 呈 
满足 29 十 1 六 wn, 又 如 有 4 使 

a | (modn}a” El (modn), 

则 是 素数 . 

证 ” 因 a" 三 1 (mod 0) wa 关 1 (modn), 类 似 定理 2 的 证 
明 , 我 们 有 qlg600, 设 n= 二 pyr…p* 是 的 标准 分 解 式 ， 则 


pr) ln | Cp, 一 1. 过 他 fg 十 | 一 1),; 即 有 某 个 bp, 使 
r= ,一 1 
9 pr 一 1 由 2ig, 一 11. 故 29ip, 一 1, 由 于 nn 一 1 二 0 (mod 2g); 则 
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有 类 三 1 Cmod 2g), 若 丸 关 户 , 则 训 关 1, 散 入 尝 旨 十 1 
n= pp,* “二 1)> 《Yn)? 二 ,得 出 矛盾 ,这 说 明 n = 
户 ,， 即 nn 是 康 数 . 证 完 
1914 年 ) 波 克林顿 (Pocklington) 进 一 步 证 明了 以 下 的 结果 . 
定理 4 调整 数 坟 计 24 一 1 二 下,R; 其 中 下 是 nn 一 1 已 经 
分 解 出 的 部 分 ,Rl 是 # 一 1 的 未 分 解 出 的 部 分 , (Fi ,Ri) 三 1, 车 对 

上 的 租 个 素 因 ?存在 整数 = 一 az) 全 1, 使 得 
ar = (mod ny 一 CGY 

则 的 每 一 个 家 因 于 部 请 呈 sd 
证 ” 设 p 是 n 的 素 因子 ,e 是 a 对 模 数 p 的 次 数 , 风 e|p 一 1， 
由 (5) ya ! 二 1] (mod p)， 下 再 由 (5), (a n= 1, 
克 2 “和 (mod p), ce 一 一 1 因此 9"]|e, 其 中 上 六 ,由 此 得 
yp 一 1, 因为 g 是 所 任 给 的 素 因 了 于, 故 记 jp 一 1. 即 p， 


1fmed Fy. 证 完 
推论 “如 果 奇 数 # 满足 定理 圭 的 条 件 . 且 司 盖 wn, 则 是 
素数 . 留 作 习题 


1978 年 ,全 梅 . 近 雷 尔 哈 特 (Brillhart ) 等 曾 对 定理 4 作 了 改 
进 , 由 于 条 件 较 复杂 ,这 里 就 不 作 介 绍 了 . 
第 四 童 $ 1 定理 2 告诉 我 们 :如 果 疡 是 一 个 奇 素 数 , 则 对 任意 
的 正 整 数 x ,phn, 则 
三 | 如 | © mod p), 


这 是 费 马 小 定理 的 推广 ， 
1976 年 , 革 梅 证 明了 第 四 章 $1 定理 2 的 道 定 理 也 成 立 ， 
定理 如 果 #= 是 奇 合 数 , 则 存在 一 个 正 整 数 e,taay 一 ] .个 


得 < 宇 闫 | ( mod ,这 里 | | 是 雅 可 比 符号 . 
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证 ”如果 合 有 因 耻 pp, 记 是 奇 素数 ,a 放 1; 皮 4 为 的 原 根 ， 
电 由 儿子 剩余 定理 ,可 要 求 (4a,n) = 1 ,由 二 4 全 二 | 分 | 《mod nw)， 
推出 aw”! 三 1 (mod 2),; 即 a 二] (mod p ,可 得 pp)|n 一 1， 
即 得 pn 一 1, 但 p”'|n, 上 不 可 能 ;内 此 a 区 天 | | mod n). 

如 果 # 二 puest 宪 2.P1r'm sp 为 互 不 相同 的 奇 素数 ,由 外 
子 剩余 定理 ,可 取 a1, 使 得 | 全 | 一 一 1 而 | 全 | 一 1,7 一 2,…st, 风 


| ， 


(ai ,2)》 一 1. 且 | 邓 | 二 一] ,如 果 对 每 个 满足 (az) 一 1 的 a 都 有 


423! = [| Cmodn); 则 有 a 三 1 (mod nn), 取 gg 为 ps 的 原 根 ， 
且 (g8 ,ww) 二 1; 即 得 2 :三 1 (mod 0) ,所 及 8" 反 ] (mod pz), 故 
zs 一 1|n 一 1, 对 于 a 我 们 有 

us = 三 [2 {mod p:), 
以 及 

-1 一 | 和 |]=a = [a 后 i = [和 2) 和 = = 1 (mod ps), 

而 p; 是 奇 素 数 , 这 是 不 可 能 的 , 故 必 有 a 使 (4,n) 二 1、 

49 关 | | (modn). 证 完 

莱 梅 这 一 结果 的 证 明 是 非常 简 锋 的 . 但 不 足 的 是, 未 指出 当 * 

为 合 数 时 ,如 何 求 a, 以 及 有 多 少 个 4 使 4 i | Cmod a). 如 果 
用 来 做 素性 判别 , 对 1 到 之 间 的 每 个 数 4 去 检验 < 三 


| cmod n) 的 计算 量 是 Ooaog: 四. 这 个 计算 量 大 大 了 . 可 以 证 
明 ;如果 是 合 数 , 则 在 1 到 ee 个 满足 (a.n) 一 1 
的 使 < 二 天 | 全 | (modz). 由 此 推出 1 到， 之 间 至 少 有 一 半 的 
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数 。 不 满足 < 一 | 对 | (mod w), 这 个 推论 可 以 产生 一 种 素性 判 


别 的 概率 算法 . : 

对 任何 输入 ,从 1 到 之 癌 随 机 地 抽取 二 个 数 444 vas， 
逐个 对 ww 检验 < 二 | 从 | (mod n) 是 否 成 立 , 若 有 某 个 w, 使 同 余 
式 林 成 立 , 则 断言 衬 是 合 数 , 若 对 aa, 同 余 式 都 成 立 , 则 断言 
"是 素数 . 在 这 个 算法 中 ,oa 的 选取 是 随机 的 ,而 且 结论 的 正确 性 不 


是 完全 确定 的 ,故此 种 算法 叫做 概率 算法 . 这 个 算法 的 出 错 的 概率 
是 很 小 的 . 因为 ,如 果 = 事实 上 是 合 数 , 则 随机 地 从 1 到 ”之 间 选 取 


一 个 we 满足 a 二 = | 和 | (mod m 的 概率 小 于 亏 , 央 此 出 错 的 要 


率 小 于 玄 ' 加 之 这 个 算法 的 计算 其 很 小 ,只 有 O(klog3 mn)， 常 被 
采用 . 

本 章 仅 介绍 了 素性 判别 方法 中 很 少 一 部 分 ,用 到 的 知识 限于 
前 五 章 的 内 容 , 有 些 较 为 复杂 的 以 及 用 到 知识 较 多 的 均 未 作 介 绍 . 
例如 ,本 节 介 绍 的 卢 卡 斯 . 莱 梅 、. 波 克林顿 等 人 的 素性 判定 方法 ,都 
是 利用 了 上 一 1 的 分 解 或 部 分 分 解 ,威廉 斯 (Williams) 建立 了 利 
用 天 十 1 六 士 关 十 1 的 因子 作 素 性 判别 的 方法 ,即使 不 加 证 明 的 
才 述 出 这 些 结 果 , 也 要 占 去 不 少 篇 帆 , 卢 卡 斯 和 威廉 斯 的 方法 对 于 
20 ~ 50 位 的 素数 是 有 效 的 工具 . 1983 年 提出 的 APR(Adleman,， 
Pomerance and Rumely) 素性 半 列 方法 ， 其 计算 量 为 
OX (logs fn eo ,ce 尖 绝 对 常数 ,计算 表明 ,对 于 x 为 1 000 位 
数 作 素性 判别 时 ,天 约 需 1 周 时 间 的 计算 景 . 


3 4 ”分解 整 数 的 费 马 方法 和 Kraitchik 方法 


与 素 任 判别 方法 的 产生 一 - 样 , 整 数 分 解 的 方法 的 产生 也 是 从 
研 究 合 数 的 一 些 性 质 开始 的 . 我 们 已 经 多 次 提 到 这 样 一 个 简单 的 
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性 质 ; 如 果 是 合 数 , 则 x 必 为 一 不 大 于 wn 的 索 数 所 整除 .个 此 
可 以 通过 不 大 于 wn 的 所 有 素数 去 试 除 ,来 分 解 4, 这 就 是 通常 
称 作 分 解 整数 的 试 除法 .这 是 最 古老 的 整数 分 解 的 方法 ,然而 其 计 
算 量 很 天 . 

上 费 己 注意 到 ,如 果 给 定 的 关 是 西 个 整数 的 平方 差 ? 三 4& 一 产 ， 
网 二 《a 十 Ca ~ 六) 是 7 的 一 个 因子 分 和 解 ， 事实 上 ， 每 个 育 合 数 


n 一 sf 均 可 表 为 平方 莽 4 一 st 一 | | 一 | :| .那么 对 于 给 
定 的 正 整 数 %, 如 何 把 nn 表 成 两 个 数 的 平方 差 呢 ?最 原始 的 方法 就 
是 逐个 考察 ,从 #5 二 1 开始 ,依次 考察 n 十 六 是 否 平 方 数 , 刀 果 是 
童 合 数 ,一 定 有 某 个 8, 使 nn 十 下 二 2 且 二 a 十 (a 一 上 是 真 
分 解 . 这 就 是 费 马 方法 . 用 这 个 方法 ,只 有 当 ww 有 两 个 几乎 相等 的 
因子 时 , 才 比 较 快 . 因为 当 有 两 个 因 于 a 十 5 和 a 一 几乎 相等 时 ， 
5 二 (a 十 6) 一 (4 一 及) 就 很 小 , 即 从 1 开始 遂 个 试验 的 次 数 
就 少 . 例如 , 设 * 是 一 个 奇数 3 十 2) 则 2 一 1 一 xs 十 1, 试 
除 法 对 于 分 解 具 有 小 因子 的 整数 比较 有 效 , 而 费 马 方 法 对 奇 合 数 
2 二 s, 其 中 ys 和 i 部 比较 接近 于 wn 时 有 效 .但 是 即使 把 试 除法 和 
费 马 方法 结合 起 来 使 用 ,要 作 到 把 完全 分 解 通 常 是 非常 思 难 的 . 

瑞 让 德 首先 注意 到 , 若 一 个 奇数 是 合 数 且 至 少 有 两 个 不 同 
的 素 因 子 , 则 x 二 1? (mod#) 至 少 有 四 个 解 ,其 中 + 寺 土 t+ mod x) 
是 两 个 平凡 解 , 另外 的 解 就 称 为 非 平凡 解 , 车 对 间 余 式 x’ 三 
(mod za) 找到 一 个 非 平 几 解 : 则 Gs 十 1 和) 或 G3 一 tz,n) 都 是 #2 的 
真 因子 . 这 是 因为 #1 十 让 G 一 让 ;但 n 不 是 ;十 :和 s 一 i 当中 作 
一 个 的 因子 ,所 忆 1 三 Gs 十 垃 之 yi 一 过 例如， 
noo= 21,21|10 — 4 二 14:6.21t114.2116,21 一 《21 1147 ， (21,8) 
二 了，3, 

在 20 世纪 20 年 代 , Kraitehik 提出 用 较 小 的 数 来 尖 碟 + 和 上 的 
值 . 例如 2 二 111, 超 过 111 的 第 一 个 平方 数 为 1] ,考虑 数列 Q(xr) 
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一 《zz 一 11,12,.13,14.15.16.-…) 得到， 
10.,33,58,85,.3,34,"， 


注意 到 
l=10= 2"5 (mod111), 
142 = 85 = 5*17(mod111), 
16 三 34= 2+17(mod11]), 
故 
(Il1*14*16)— (2.5*17)=0( mod111). 
即 


59 — 22’ = 0( mod 111), 

81 + 37 = 0( mod 111)， 
(37,111) 一 37,(81,111) 一 3, 故 111 一 3。37，Kraitchik 对 费 马 
方法 的 改进 ,成 为 近代 整数 分 解 算 法 如 连 分 数 法 .一 次 得 法 、 数 域 
筛 法 的 基础 . 


3 5 连 分 数 法 和 一 次 得 法 


Kraitchik 方法 的 本 质 是 让 x 通过 整数 [vn] 十 1,[Yw] 十 
2,… ,使 得 一 n 的 眉 积 次 成 平方 数 六 ,如果 对 应 的 x 的 值 为 ;, 则 
和 (mod n) :然后 希望 天 十 区 moeda) 勃 需 尔 哈 特 和 莫 利 逊 
(Morrison) 发 现 了 -个 方法 ,用 来 寻求 一 个 给 定 序 列 的 子 序 列 ， 
使 其 乘积 为 平方 数 , 对 每 一 个 正 整 数 mz, 由 mr 的 因 于 分 解 可 以 得 


到 一 个 指数 向 量 v Gm), 设 pp, 为 第 i 个 素数 ,并 且 芭 = [| pC 对 于 
纵 定 的 msm, 只 有 有 限 指 数 不 为 入). 指数 向 量 g tmx) 就 是 向 量 
(zt ,例如 用 天 raitchik 方法 分 解 n 二 2041,[yYn] 十 1 = 


46; 设 QCr) 一 x 一 1, 令 工 一 46,47,48.49,50,51,.…, 得 到 序列 
75.168,263,360,459,560,…- 


35 连 分 数 法 和 二 次 得 法 171 


对 于 于 序列 
75—=3*5,168 = 2 3 .7.360 一 2 3 5,560 一 24 .5 "7 
覆 去 从 第 5 位 开始 的 谱 分 基 , 得 到 它们 对 应 的 指数 问 莽 分别 为 
v75) = (0,1,2.0), 
了 (168) = (3,1.0,1), 
v360) = (3,2,1,0), 
vw (560) = (4,0,1,1). 
我 们 要 计算 这 一 子 序列 的 各 整数 相 乘 是 否 平方 数 , 只 与 指数 阿 量 
的 各 分 量 的 奇 但 性 有 关 , 因 此 ,我们 有 
vy (75) 三 (0,1,0,0) (mod 2), 
v (168) = (11,1.0,1) (mod 2). 
v360) a {110,10) (mod 2)， 
v (560) = (0,0,1,1) {mod 2)， 
从 而 
四 (5757 Tw (168) Tv 360) 才 5 C560) = O00.0) (mod 2)， 
所 以 75 -168 - 360，560 是 一 个 平方 数 2" .3: .5!。72, 
$= 46+47 + 49 51= 3 (mod 2041}., 
{O23 5 +7 =146(mod 2041)， 
因为 311 闫 十 1416( mod 2041) ,用 银 转 相 除法 计算 (1416 一 311， 
2041) 一 13, 于 是 2041 二 13，157. 勃 雷 尔 哈 特 和 英利 还 建议 选择 
某 个 数 如, 只 考虑 序列 中 素 因 子 均 落 在 前 总 个 素数 中 的 那些 数 . 如 
采 我 们 能 找到 BB 十 1 个 这 样 的 数 , 我 们 在 BB 维 向 量 空间 可 中 就 有 
十 1 个 向 量 , 由 线性 代数 可 知 它 们 必定 线性 相关 . 因为 在 有 限 域 
;中 是 模 2 运算 ,F,; 中 只 有 0 各 1 两 个 数 , 线 性 相关 关系 正好 就 是 
其 中 一 部 分 向 量 之 和 mod 2 为 0. 在 线性 代数 中 有 许多 算法 ,如 高 
期 消 元 法 求 这 样 的 相关 组 . 如 果 找 总 十 2 个 这 样 的 数 , 那 么 对 应 的 
上 十 2 个 向 量 , 就 能 得 到 着 干 组 ,每 组 售 避 十 1 个 向 量 是 线性 相关 
的 ,这 样 更 有 人 叮 能 得 到 s 闫 士 i mod n). 前 面 的 例 于 在 睛 二 4 时 ， 
缀 4 个 向 量 就 满足 要 求 了 . 
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我 们 把 素数 Pir pas ps 叫做 因子 基 . 

有 时 会 用 负 整 数 作为 辅助 的 数 ,如何 处 理 它 们 的 指数 向 量 ? 可 
以 在 指数 问 量 中 增加 一 个 分 其 ,对 正 数 这 个 分 量 取 0, 而 对 负数 则 
取 1, 相 当 于 把 问题 的 维 数 增加 ]. 用 Q(zx) = x 一 2041 和 因子 基 


2,3 和 5, 我 们 有 
外 (43) 一 一 192 =— 2,309(1,0,1,0), 
名 (44) 一 一 105( 有 因子 7, 不 在 因子 基 中 )》， 
外 (45) =— 16=— 2+(]1,0,0,0), 


ed6) 二 ?5 一 总 由 Sor,01,.07, 
其 中 第 一 个 坐标 玫 示 (一 1) 的 指数 . 这 里 我 们 的 因子 基 选 了 较 小 
的 素 数 , 但 是 允许 用 负数 . 这 样 ,我 们 用 三 个 向 量 便 得 到 了 它们 是 
相关 的 , 即 (43，45 46) 二 (< 一 ]92)( 一 21)，75( mod 2041}), 合 有 
1247 三 480: (mod 2041), 这 又 给 出 了 {1247 一 480,20141) 一 13. 
设 vn 的 简单 连 分 式 展开 式 为 
cu 十 一 1 
di 十 1 
4 十 十 a 4 


令 02 为 它 的 mm 次 渐 近 分 数 , 式 知 ,站 一 ng 二 (一 1)"*1Q,.1, 徐 
pr 三 《一 "TQ ,iiCmod nn}, 其 中 心 - 可 用 简单 递归 关系 推出 
(参看 L1j). 于 是 将 (一 2)"+'2 ,| 在 瘦 定 的 因子 基 上 分 解 , 给 出 相 
应 的 指数 向 量 ,( 人 多 许 负 整数 作为 辅助 的 数 ) ,再 求 出 一 组 模 数 2 相 
关 的 向 量 组 ,使 得 5 寺 t(mod nn) ,4s 半 土 1( mod nn), 便 得 到 7 的 一 
个 真 分 解 . 孝 雷 尔 喻 特 和 英利 撑 用 连 分 数 方 法 ,于 1975 年 在 计算 
机 上 成 功 地 分 解 了 当时 屡 攻 不 克 的 费 马 数 让 一 27 十 1 一 248 十 
1, 它 是 一 个 17 位 的 素数 与 一 个 22 在 的 素数 相 乘 . 

1983 年 , 受 捷 拉 多 塞 簿 法 的 启发 , 鸳 门 伦 斯 (Pomerance) 提 出 
了 分 解 整 数 的 二 次 得 法 . 这 是 连 分 数 方 法 的 改进 . 连 分 数 广 法 在 给 
定 的 因子 基 上 分 解 (一 1" 和。 时 ,用 试 除法 ,这样 计算 量 很 大， 
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二 次 位 法 的 第 -- 步 仍然 是 选 定 一 组 因子 基 ;p; ,Pp，,… ,pa， 二 次 筋 


法 和 Kraitchik 方法 一 样 , 遂 过 在 因子 基 上 分 解 诸 整 数 Q(z) = 
2 一 Pr 一 [va 二 1 二 2 来 寻找 5 满足 汪 三 


一 . 


mod nj# 锋 土 帮 modnn), 从 向 分 解 4 ,显然 没 tn, 当 是 奇 素数 
时 ,存在 整数 < 使 pIQtz) 当 且 仪 当 | 也 | 一 1, 这样 因 了 本 基 中 奇 表 


数 Pp, 如果 | 方 | 一 一 1, 则 不 选 . 

二 次 饰 法 的 计算 过 程 为 ， 

1) 对 每 个 因子 基 中 的 素数 记 . 用 去 除 Qtx) 一 一 
(一 [Tv Tv 1 十 上) ,对 能 被 就 除 的 那些 值 , 求 出 


人 如 (因子 基 中 所 选 的 素数 p 必须 使 得 至 少 整 除 其 中 一 个 


Q(x)), 

2) 如 果 及 ， 使 声 ]@(rn), 则 声 |@(z 十 Ep) ,所 以 其 后 第 kp 个 
值 目 动 地 被 p 整除 ,二 1.2,3,*… 

3 用 1) 和 2 对 已 cz 进行 “筛选 ", 直 到 这 些 值 最 后 完全 被 分 
解 , 其 所 有 素 因 子 在 因子 基 中 ， 

34) 第 法 不 抬 可 以 对 (x) 二 x* 进行 ,也 本 以 对 更 一 般 的 
二 次 多项式 tax 十 六 一 站 进行 ,这 样 就 可 以 把 计算 工作 分 散 到 不 


同 的 计算 机 上 去 做 . 

5) 最 后 ,给 出 相应 的 瑟 , [的 指数 向 量 , 得 到 一 个 ,上 的 天 
阵 , 求 出 其 线性 相关 部 分 . 

例 ”用 一 志 距 法 分 解 记 一 1033， 


对 于 思 志 19 的 奇 素数 中 ,除开 | | 一 | 全 | 一 一 1 外 , 均 
有 | 和 | = 1, 肥 因 于 基 为 2,3,7,13,17.19， 


174 第 六 童 ”素性 判别 和 整数 分 解 


一 一 一 一 -一 一 一 


864 63 一 21 3 一 一 一 3 3 7 
85 192 96 32 一 一 一 32 2 3 
86 323 一 一 一 一 19 1 ] l17*19 
BY 458 228 76 一 一 一 4 4 2 3 19 
88 391 一 197 一 一 一 197 

89 728 364 一 sz 4 一 一 4 2 7 13 
70 869 一 289 一 一 17 一 ] 7 3*.17° 
?71 1008 504 168 24 一 一 一 2 2 3 了 
?72 1151 一 一 一 一 一 一 1151 


如 果 筛 选 结 果 剩 下 的 数 很 小 ,这 些 数 已 经 在 因 了 于 基 上 分 解 成 功 ,其 
对 应 指标 向 量 构成 上 的 矩阵 


2 3 7 13 17 19 
4 10 0 1 0 0 
56565 10 1 0 0 0 0 
hIO 0 Vv 0 1 了 
67 110 0 0 1 
69 101l1 1 0D 0 
7DID 1 0 0 0 0 
ll0 0 1 0 0 0 


显然 ， 
(01:0007 二 CO0,1.0,.0.0) S(O.0,0.0.0,.07( mod 2), 
CO O00.0) 二 (O41 O00,0) = CO D000 mod 2)，, 


分 别 得 出 
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(65» 70):— (2 317): 0 (mod 4 033). 
(64 771) CO (2 3 ?0 mod 4 033), 
即 得 

(4 550 — 408Y C4 550 十 408) SO mod 4 033), 

(4 544 一 252) (4 544 十 252) 二 0( mod 4 033). 
均 可 得 出 ; (4 550 一 408,4 033) 一 1]09, (4 544 十 252,4 033) 
一 109, 故 4033 一 37，109. 

二 次 得 法 比 连 分 数 方法 的 分 解 速度 更 快 一 些 ,1994 年 众多 的 
计算 数论 专家 ,利用 Internet 网 共同 分 解 了 在 1977 年 提出 的 一 个 
有 关 RSA 的 129 位 数 , 它 是 一 个 64 位 的 察 数 和 一 个 65 位 素数 的 
乘积 ,其 分 解 算 法 就 是 用 的 二 次 得 法 ,其 因子 基 有 524 339 个 素数 ， 
最 后 经 过 处 理 的 天 上 的 矩阵 仍然 相当 大 ,有 188 316 行 和 188 146 
列 ,但 最 终 分 解 成 功 . 

1988 年 , 鲍 纳 德 (Pollard) 提 出 了 整数 分 解 的 数 域 旺 法 . 这 个 
方法 是 通过 一 些 代数 数 域 的 代数 整数 环 来 求 足 尝 志 (meqd ma 1990 
年 ,人 们 用 数 域 乌 法 成 功 地 分 解 了 开 , 一 2* 十 1, 其 中 分 解 了 一 个 
148 位 的 合 数 , 然 而 P 是 -- 个 特殊 形状 的 合 数 , 所 以 用 一 次 中 法 分 
解 的 有 关 RSA 的 129 位 数 , 仍 然 保持 着 纪录 ,直到 1996 年 ,一 个 大 
的 工作 队伍 用 数 域 第 法 分 解 了 一 个 130 位 的 RSA 数 , 这 表明 分 解 
超过 130 位 的 数 , 用 数 城 筛 法 比 用 二 次 得 法 更 好 .由 于 需要 较 多 的 
代数 数论 知识 , 数 域 篇 法 以 及 1985 年 提出 的 分 解 整数 的 椭圆 曲线 
法 , 本章 不 准备 介绍 了 . 在 最 后 - : 节 中 我 们 将 介绍 分 解 整数 的 
户 一 1 法 . 


$6 PP 一 工法 
户 一 1 法 是 一 个 分 解 整 数 的 重要 方法 , 它 旦 钝 纳 德 1974 年 提 


出 的 . 这 个 方法 的 基本 思想 如 下 : 
设 ? 是 一 个 给 定 的 合 数 , 户 请, 声 是 二 的 一 素 因 子 , 对 任意 整数 
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一 -一 


gdp) 二 ] ,由 费 蕊 小 定理 a ' 三 1( mod p). 如 果 户 一 1 , 则 
a 三 1 tmod Pp), 邦 记 |Ca” 一 18) 或 pig” 一 120.128), 这 说 朋 
fei 一 12) 半 1 各 果 Ca™ 一 108) 关 则 Cia 一 1),,n) 就 
是 7 的 一 个 真 因子 .因为 通常 的 素 因 子 p 并 不 知道 ,如 何 来 选择 
尽 可 能 小 的 时, 使 得 pp 一 1|1M? 对 于 mn 县 有 较 小 的 素 因 于 时 ,我 
们 设 户 一 1 乏 避 ,那么 ,存在 上 ,1] 所 不 入 昌 , 使 思 一 1|R1, 这 样 可 取 
M 一 不! ,因此 ,可 连续 计算 2 一 1), 二 12 二， 
例 设 2=2479， 取 = = 2， 我 们 计算 (2 -一 1),。 和 
{2 CO— LY), rt). 
‘2 COCO] 1,(ln) = 1 
《2 一 1 一 3.03,2) 1 ， 
《2 一 1)， 63.(63n} 二 1， 
‘2 CO 1 OO 1822,(182217) 二 1]， 
2 Oo 7 ,0617,7) = 1,， 
‘2 C1, Oo 222,(222,7) 一 37, 
因子 37 是 在 6 步 之 后 发 现 的 ,37 一 1 一 36 二 2:，3,36451， 
但 36151, 内 此 37|2” 一 1. 
如 果 在 发 现 n 的 非 平 凡 因 子 前 ,就 出 现 tu” 一 1), 王 0; 此 时 ,a 
可 换 一 个 值 . 
如 果 了 较 大 (2 一 12) 常常 为 1, 因此 不 需要 每 步 都 计 
算 , 念 呈 三 2tfmod rz， 则 cmod nn)， 设 外 == 
sar — lta — dam O — 1 ts = ta — Ta — Lr Ce 
一 2700 中 :通过 计算 人 2 eol :可 以 提高 计算 速度 . 有 
时 ,也 可 以 用 最 小 公 倍 数 L1,2,…,] 来 代替 1. 
对 于 某 些 人 台数”, 它 含有 这 样 一 些 素 因 子 Pp, 使 bp 一 1 出 较 多 
的 小 素数 相 乘 ,这样 的 ”用户 一 1 法 分 解 往往 比 用 连 分 数 法 或 二 次 
得 法 更 有 效 . 


第 六 章 习 题 


1。 验证 217 是 一 个 底 为 5 的 伪 喜 数 , 它 星 一 个 卡 六 歌 尔 数 玛 ? 

2， 验 让 1105 是 一 个 底 为 3 和 2 的 盆 素 数 . 

3， 证明 341 不 是 一 个 下 娄 ， 

+， 证 明 ; 如 果 费 马 数 岂 是 一 个 双 数 ,网 所 是 - 一 个 以 2 为 底 的 伪 素 数 ， 

5， 证 有 明 ; 如 果 卢 是 个 来 数 ， 员 2* -- 1 是 一 个 全数 , 则 27 1 是 一 个 以 
2 为 底 的 仿 素 数 ， 


6， 了 站 一 六 有 8 十 1.12m 十 上 和 和 18 :| 1 师表 数 ， 证 其 
fon 二 112 gm 是 一 个 -玉米 融 尔 数 . 

7， 有 几 户 卡 斯 素性 判别 法 证 明 1 093 旺 素数， 

8. 证 明 FF, 是 素数 . 

59。 着 别 823 001 昆 右 素数 ， 

10.、 设 短信 者 是 1 的 > 倍数 记 为 玉 如 展 = 号 : 二 1]. 尺 ,-. 111. 等 等 . 
证 时 只， 是 素数 ， 

11， 如 果 天 | 证 明 ERR,. 

12， 用 费 呈 方法 分 解 以 下 整数 : 

5 

名) 1640094 

i 070549, 

13. 用 二 次 第 法 分解 以 下 整数 : 

上 17819; 

87163. 

14。 分 解 二 . 

15. 用 户 一 1 法 分 解 115943. 

16。 分 解 只 

17， 旋 5 是 一 个 RSA 会 开 密 铀 体制 . 密 铀 为 站 证明 : 姑 昌 已 关上 , 则 
串 以 有 效 电 分 解 mr 一 py. 


名 词 守 3 引 


名词 后 面 的 节 号 , 表 机 该 名词 出 再 的 章节 上身., 共 姓 81i.1 表示 第 一 章 


#1: 下 同 . 


二 次 剩余 
二 次 非 剩 余 
二 次 互 反 律 
二 死 周期 序列 
二 项 同 余 式 
二 次 稍 鞭 


不 完全 商 

二 案 

公 因 数 

公 人 倍数 

厄 拉 填塞 {Eratosthenes) 
得 法 

不 相 深 的 覆盖 间 妹 式 组 

公开 密 钥 三 

堪 相 关 王 数 


% 1,8 
二 D2, 


入 本. 
人 二 .1 
仿生 ,4 
§ 4.5 
#5.6 
§ 6.5 


$1. 
§ 1. 
8 1, 
§ 1. 


[| 


$1.5 
$2.11 
§ 3.9 
5.8 


五 个 
| 切 比 雪 去 1!1UHe6rnuetg 和 定理 
户 卡 斯 tLucas} 序 到 
六 码 
本 原 的 表 成 一 个 平方 和 
六 画 
因数 
同 余 
同 余 式 
孙子 剩余 定理 
自 相关 主 德 
自 相 关 非 主 值 
和 让 相关 和 良好 的 序列 
次 数 
忌 速 傅 里 叶 变 换 
因子 基 
针 项 式 算法 
伪 素 数 
七 画 
休 数 
麦 慎 涅 (Mersenne) 数 


§ 3, 
§ 3. 


写生. 


§ 1. 


[= | 


i La | 


完全 数 

完全 剩余 系 

麦 比 乌 斯 (Mobius) 歇 数 
独 利 训 氏 (Drrchlet) 汪 积 
才 凡 乌 斯 反 壮 公式 
完全 税 性 盯 数 


八 En 


非 芒 最 小 剩余 

奇 完 全 数 

抽 民 原理 

非 负 最 小 完全 剩余 系 

拉 略 关中 (Lagratge 7) 证 理 
吸 数 Lz] 

单位 数论 了 蚂 数 

非 真 有 次 剩余 


九 LE 


院 拉 CEuier} 钧 数 
某 梅 1 H. Lehmer) 猪 想 
指数 

指数 组 


十 前 


绝对 最 小 剩余 
素数 

合 数 

费 马 5Fermat 1) 数 
则 完全 数 
澳 蕊 小 定理 

过 步 漳 污 原则 
各 性 明 数 


名词 寒 引 


六 ] ， 
8 2. 
六 3, 
中 
3 3. 


Yd 3 


4 | 
~ Do 


区 


陷 门 单 而 另 数 
高 斯 引 理 

原 根 
离散 铺 里 叶 变 换 
离散 对 数 
真 上 * 洪 剩 余 


+ 一 画 


犁 让 锋 (I.cegendre) 符 号 
雅 可 比 jacobi} 符 号 


最 太公 因数 

最 小 公 倍 数 

最 大 站 可 天数 

剩 杂 类 

剩余 类 于 

测 余 表示 

循环 序列 

起 波 那 扫 {fFibonacal) 序 刘 


十 三 本 


概率 算法 


十 
局 
辆 | 


轨 转 相 除 法 

模 数 系数 记 数 法 
编 系 

数 沦 遂 数 

数 话 图 数 pet 
数字 签名 

模 数 户 的 上 以 利 祭 


.en 
由 
的 


和 ,和 


18d 


名 词 索 引 


模 数 p 的 次 非 测 余 
模 数 5 的 上 次 剩 杂 符号 


十 五 画 以 上 


整除 


$5.10 | 医 数 的 慌 一 分 解 定 理 
5.11 1 整数 的 标准 分 解 式 
盖 问 余 式 组 


§ 1.1 
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